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Z u r  T h e o r i e  d e s  W a s s e r s t o f f a t o m s ~ ) .  

Von V. Fock in Leningrad. 

(Eingegangen am 5. August 1935.) 

Die Schrddinger:Gleichung for das Wasserstoffatom im Impulsraum erweist 
sich als identiseh mit der Integralgleiehung for die Kugelfunktionen 6er vier- 
dimensionalen Potentialtheorie. Die Transformationsgruppe der Wasserstoff- 
gleichung ist also die vierdimensionale Drehgruppe ; dadurch wird die Entartung 
der Wasserstoffniveaus in bezug auf die Azimutalquantenzahl 1 erkl~rt. Die aus 
der potentialtheoretischen Deutung 6er Schrddinger-Gleichung f01gendeu Be- 
ziehungen (Additionstheorem usw.) erlauben mannigfache physikalische An- 
wendtmgen. Die Methode ermSglicht, die unendlichen Summen, die in der Theorie 
des Compton-Effek~es an gebundenen Elektronen und in verwandten Problemen 
auftreten, fast ohne Reehnung auszuwerten. Lrnter Zugrundelegung eines vet- 
einfachten Atommodells lassen sich ferncr explizite Ausdrficke for die I)ichte- 
matrix im Impulsraum, for Atomformfaktoren, fOr das Absehirmungs- 

potential usw. aufstellen. 

Es ist l~ngst bekannt, dal3 die Energieniveaus des Wasserstoffatoms 
in bezug ~uf die Azimutalquantenzahl t entartet sind; man sprieht gelegent- 
lich yon einer ,,zufMligen" Entartung. Nun ist aber jede Entartung der 
Eigenwer~e mit der Tr~nsforma~ionsgruppe der be~reffenden Gleichung 

verbunden: so z. B. die En~artung in bezug auf die magne~ische Quanten- 
zahl m mit der gew6hnlichen Drehgruppe. Die Gruppe abet, welche der 
,,zuf~lligen!' Entartung der Wasserstoffniveaus entspricht, war bis jetzt  

unbekann~. 
In dieser Arbeit wollen ~dr zeigen, dal~ diese Gruppe mit der vier- 

dimensionalen Drehgruppe gquivalent isL 

1. Die SchrSdinger-Gleiehung eines wasserstoffghnlichen Atoms h ~  
bekanntlich im Impulsraum die Form einer Integralgleichung 

1 Z e  ~ I ~ (p')(dp') 
2.-Z p~ ~ (~) - -  2 ~ h J t ~ - -  ~' I ~ - E ~ (p), (1) 

t r 
wo mit (dp') = dp',dp.~dp~ das Volumelement im Impulsraum be- 
zeiehnet ist. Wir betraehten zun~ehst das Punktspek~rum und bezeiehnen 
mit 290 den mittleren qu~dra~isehen Impuls 

~o = ~ / -  ~ m ~ .  (~) 
Wir wollen nun die dutch Po dividierten Komponenten des Impuls- 

vektors p ale Koordinaten in einer ttyperebene deuten, welche die stereo- 

1) Vorgetragen am 8. Februar 1935 im theoretischen Seminar an der Uni- 
versitiit Leningrad. Vgl. V. F ock ,  Bull. de l'ac. des sciences de I'U~SS. 
1935, Nr. 2, 169. 
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graphische Projektion der Einheitskugel in einem vierdimensionalen euklidi- 

schen Raum darstellt. Die reohtwinkligen Koordinaten auf der Kugel sind 

2 Po P~ _ sin ~r sin v ~ cos ~, 

2 P0 Y~ = sin cr v ~ sin ~, 
V - -  po~ + # (8) 

- -  2 P o p ~  _ sinaeosv~, 
po ~ + y" 

po ~ - -  y~ 
g - P~ ~ + P ~  - c o s ~ .  

Die Wiakel ~, v ~, ~o sind sphi~rische Koordinaten auf der Kugel; v ~ und 9 

haben ersiehtlich die Bedeutttag der gewShnlichen spharisehen Koordinaten 

im Impulsraum. Das Fl~chenelement auf der Einheitskugel 

d/2 = Sin 2 ~ d~ sin ~ dv ~ d ~o (4) 

ist mit dem Volumelemen~ im Impulsraum dutch die Relation 

1 
(dp) : d p ,  d p y d p ,  = p*dpsinv~dv~d~0 ---- ~ (po ~ + p2)3a~2 (5) 

verbunden. Setz~ man zur Abkiirztmg 

Z m e  2 Z m #  
= - -  (6) 

und f0hrt man eine neue Ftmktion 

7~ 
v,  (~, ~., ~o) = ~-~ ~o- ~ .  (po ~ + ~ ) ,  ~ (p) (7) 

ein, so I~L sieh die Sehr64inger-Gleichung (1) schreiben 

j" ~(~', a',~') dr2' (S) 

2 

Der Nenner 4 sin~a)/2 im In t e r ' and  ist des Quadrat der vierdimensio- 

helen Entferaung der beiden Punkte ~r v ~, ~0 und :r ~ ' ,  r auf der Kugel: 

O) 
4 sin~-~ = ( ~ -  ~')~ + ( ~ 7 -  ~,)o. + ( ~ _  ~,)~ + (g _ g,)~. (9) 

Die GrSl~e co ist daher die Bogenli~nge des diese Punk~e ve~bindenden Bogens 

des grSl~ten Kreises. Wit  haben 

cos o) = cos ~r cos ~' + sin ~r sin ~' cos ~,, (10) 

we cos 7 die gewOhnliehe Bedeu~ung hat:  

cos ~, : cos v ~ cos v ~' + sin v ~ sin v ~' cos (q~ - -  ~'). (10") 
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Der konstan~e Faktor  in  (7) is~ so gewiihlt, dal] die Normierungsbedingung 

fiir ~ lanier 

f ! 1 |1% p 
2rt~ ]~(a,v~,q~)l~dY2 = j ~  Iv(p)i~(do) = IV(13)I~(dp) = 1. (7*) 

Da die Oberfl~iehe einer vierdimensionalen Kugel den Wert  2 zt 2 hat, geniigt 
dieser Normierungsbedingung insbesondere die Funkt ion T = 1. 

2. Wir wollen nun zeigen, dal~ die Gleiehung (8) niehts anderes als 
die Integralgle{chung der Kugelfunktionen einer vierdimensionalen Kugel 

darstellt. 
Wit  setzen 

x 1 : r ~ ;  x 2 = r ~ ;  x a = r ~ ;  

und be~raehfien die L a p  la e e sehe Gleichung 

Die Funktion 

1nit 

x 4 = r Z (11) 

02 u 0 ~ u 0 ~ u 0 ~ u 
O x~ + ~ -4- ~ -4- ~ = 0. (12) 

1 1 
G = 2 n - - ~  + 2 R~ (18) 

B 2 = r  2 - 2 r r ' c o s c o + r  ; R I ~ - l - - 2 r r ' c o s c o + ~ 2 r ' 2  (14) 

karm als , ,Greensche  Fun.ktion drifter Art"  angesehen werden; sie gentig~ 
auf der Kugel der Randbedingung 

OG 
Or' + G :  0 fiir r '  = 1. (15) 

Eine in1 Innern der Einheitskugel harmonisohe Funktion u (xl, xg., x a, xa) 
kann nach dem Greensehen  Satz durch die :Randwerte von Oct/Or + u wie 
folgt ausgedrtickt werden: 

o) u (% x~, x~, x~) = 2~-  0~' + ~,= G dQ'. (16) 

Ftir ein harmonisehes Polynom vom Grade n -  1 

u=rn-~[-c~(cc,~,q)) (n = 1,2 . . . .  ) (17) 
gilt 

u = n u = n ~ n  (a, 0, T)- ( lS)  
r ~ l  

Setz~ man diese Ausdriieke in (16) ein, uud benutzt man (18) und (14) far 
r '  = 1, so bekommt man 

n I k~,, (~', ~', ~o') 
r n - ~  T ,  @,vq, ~) = 2 ~  ~ , 1 --~r--c~os~o ~r .~  d/2 ' .  (19) 

1 0 "  
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Diese Gleichung bleibt aueh ffir r = 1 giiltig und f~llt dann mit der 
SchrSdinger-Gleichung (8) zusammeD., wobei der Parameter 2 gleich der 
ganzen Zahl n wird; es ist 

Z m e "~ 
; . -  _ _  = n ,  (20) 

h l / - - 2 m E  

was offenbar die Bedeutung der I-IauptquaD.tenzahl hat. 

Wir haben somit bewiesen, dab die SchrSdiD.ger-Gleichung (1) oder (8) 
durch vierdimensionale Kugelfunktionen gel6st wird. Gleichzeitig ist 
damit die Transformationsgruppe der SehrSdinger-Gleichung gehmden: 
diese Gruppe ist offeD.bar mit der vierdimensionalen Drehgruppe identisch. 

3. Fi~r die vierdimensionalen KugelfunktioneD. w~hlen wit die folgende 
explizite Darstellung. Wir setzen 

T~z~ (:r a, ~) = H ,  (n, :r Y ~  (v ~, ~o), (21) 

wo 1 und m die gewShnliche Bedeutung der Azimutal- bzw. der magnetischen 
QuaD.tenzahl haben und Yzm ( v~, ~) die dutch die Forderung 

4~  ] Y~m (0, ~) 12 sin v ~ d v~ d q~ = 1 (92) 

0 0 

normierte gewShnliche Kugelfunktion bezeichnet. Setzt man zur Abkiirzung 

M~ = 1/~  ~ (n  '~ - -  1 ) . . .  ( ~  - -  Z~), (28) 

so kann die durch die Forderung 

0 

normierte t~unktion H~ (n, e) dureh eiD.e der beiden GleiehuD.gen 

Mz t" ~ (cosfl-- cos~) ~ 
/ /~ (n, ~) sin~ + ~ - -  J cos n p ~ d fl (25) 

0 

oder 
sin tcr d z+ 1 (eosnor (25*) 

/ /z (n ,r162 = Mz d(eos~ )Z+l  

definiert werden. Ftir l ----0 wird 
sin nor 

H o (n,  ~)  = - : - -  (36) 
S i l l  
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Man beaehte, dag die Definitionsgleiehungen (25) und (25*) such far kom- 

plexe Werte yon n (Streekenspektrum) g~lltig bleiben. Die Funktion f /z  

gent~gt den Relationen 

d/-/z .Vn ~ d ~ + l etg ~ / / l  = ' - -  (t + 1) ~/-/~ + 1 (27) 

d / /z  + (l + 1) ctg ~H~ = 1/n = ~ l~l-I~_~, (27*) 
d ~  

die zur DifferentiMgleichung 1) 

d 2 H i  dH~ l (l + 1) r r  
dc# k-2e~g~ ~ ~ - ~  .,~z + ( n 2 - - 1 ) / / z  = 0 (28) 

fi~hren. 

4. Wir wollen zur Aufstellung des Additionstheorems ftir vierdimen- 

sionMs Kugelfunktioaen t~bergehen. Gleiehung (19) ist in bezug auf r sine 

Identit~t. Entwiekelt man den Integranden naeh Potenzen yon r 

1 
1 2 ,r cos eo + P = ~ ]  rk - 1 _ _ s i n  k eo (9,9) 

- -  k = ~ sin eo 

und vergleieh~ man die Koeffizienten, so bekommt man 

f = ~,,~ T,,  (~, ~, 9). (80) n T ,  (~', ~',  ~') sm co 
sin k 60 

d D '  
9 , ~  

sin n ~o 
Nun ist n . , als Funktion yon o~, t9 , '  ' ~ '  aufgefal]t, sine vierdimensionale 

81n O) 

Kugelfunktion, die naeh den Tnz~ (0(, tg', q/) en~wiekel~ werden kann. 

Die Koeffizienten der En~wicklung k6nnen aus (30) (far k = n) bereehnet 

werden. Man bekommt auf diese Weiss das Additions~heorem 

sinnco n - 1  + l  (a) 
/ = 0  "~1 = - -  I 

Maeht man vom gewShlfliehsn Additionstheorem ftir dreidimensionale 

Kugelfunktionen Gebrauch und benutz~ man die Darstellung (9,1) ftir Tn ~ ,  
so 1ABt sieh (31) sehreiben 

c c  

sin n o~ _ ~ H~ (n, cr Hz (n, ~') (9, l + 1) P~ (cos Y), (89~) 
n since /=0 

~) In  seiner Arbeit fiber die Wellengleichung des Kepler-Problems im 
Impulsraum hat E . H y l l e r a a s  (ZS. f. Phys. 74, 216, 1932) eine Differential- 
gleichung abgeleitet [Gleichungen (9g) und (10 b) seiner Arbeit], die -- n~ch 
einer leichten Umformung -- als Differentialgleichung tier vierdimensiolmlen 
Kugelfunktionen in stereographiseher Projektion gedeutet werden k~im. [Wir 
berichtigen hier, mit liebenswiirdiger Genehmigung yon E. K y l l e r a a s ,  die 
fo]genden Druekfehler in seiner Arbeit : die im letzten Gliede seiner Gleiehungen 
(9f) und (9g) stehende Gr61~e E mul~ mit dem Faktor 4 multipliziert werden ] 
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we P~ das Legendresche  Polynom bezeiehnet und cos 7 die Bedeutung(10*) 
hat. Wir haben hier als obere Summationsgrenze 1 = ~ gesehrieben; 
wir wollten damit andeuten, dal~ die Formel (39.) in dieser Form auch fiir 
komplexe Werte yon n und ~ giiltig bleibt. Falls ne ine  ganze Zahl ist, 
brieht selbs~verstandlich die l~eihe (3~) mit dem Gliede l = n - - 1  ab. 

5. Wir haben die geometrisehe Deutung der Integralgleichung (1) 
for den Fall des Punktspektrums gegeben. Ira Falle des Streekenspektmms 
(E > 0) hat man start der ttyperkugel ein zwehnanteliges tIyperboloid 

im pseudoeuklidisehen l~aume zu betraehten, wobei dem Bereieh 0 < p 

< ~/2 ~ E ~  E des Impulses der eine Mantel und dem Bereieh ~2 ~ - ~  E < p < 
der andere Mantel entsprieht. In diesem Falle kann man die SehrSdinger- 
Gleiehung (1) als System yon zwei Integralgleiehungen sehreiben, die die 
Werte der gesuehten Funktion auf den beiden Mgnteln des Hyperboloids 

verbinden. 
Man kann den Tatbestand aueh ohne tIeranziehung einer vierten 

Dimension folgendermal3en formulieren. Im Falle des Punktspektrums 
herrseht im Impulsraum die Geometrie von R i e m a n n  mit konstanter 
positiver Kriimmnng, wghrend im Falle des Streekenspektrums deft die 
Geometrie yon L o b a t s e h e w s k i  mit konstanter negativer Krgmmung gilt. 

Die geometrisehe Deutung der S6hrSdinger-Gleiehung (1) ist im Falle 

des S~reekenspektrums weniger ansehaulieh als imFalle desPunktspektrums. 
Far  die Anwendungen ist es daher vorteilhafter, die Formeln zungchst 
far das Psaktspektrum abzuleiten sad  erst ira Sehlul~ergebnis die Itaupt- 
quantenzahl n als rein imagin~r zu betrachten. Dies Verfahren wird dadureh 
erm5glieht, dal~ die H~ (n, ~) analytisehe Funktionen yon n und ~ sind, 
die sieh far rein imagingre Werte yon n and ~ nur um einen konstanten 
Faktor von den entsprechenden Funktionen des Streekenspektrums unter- 

seheidenl). 
6. Wir wollen jetzt die Probleme kurz andeuten, die naeh der obigen 

,,geometrisehen" Theorie der wasserstoffghnliehen Atome mit Vorteil 

behandelt werden kSnnen~}. In manehen Anwendnngen, wie z.B. in der 
Theorie des Compton-Effektes an gebundenen Elektronen 3) und in der 
Theorie der unelastischen StSBe an Atomen a) handelt es sieh tun die Be- 
stimmung der Norm der Projektion einer gegebenen Funktion ~ auf den 

1) Vgl. V. Fock,  Grundlagen tier Quantenmechanik. Lenin~ad 1932 
(russisch) __ 2)Eine ausftihrlichere Behandlung dieser Probleme ist einer 
sp~teren Arbeit vorbehalten, die in tier Phys. ZS. d. Sowjetunion erscheinen 
wird - -  a) G Wentzel ,  ZS f. Phys. 58, 348, 1929; F. Bloch, Phys. Rev. 
46, 674, 1934. - -  4) H. Bethe,  Ann. d. Phys. 5, 325, 1930. 
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dureh die ttauptquantenzahl n definierten Unterraum des I t  i lbertsehen 
Raumesl). Diese Norm ist dutch die Summe 

N = = (33) 
l m  

definiert. Hier bietet meistens die Summierung iiber I groBe Sehwierig- 
keiten, besonders wenn es sieh um eine unendliehe Summe (Sf.reeken- 
spektrum) handelt. Die Einft~hrung parabolischer Quantenzahlen erlaubt 
zwar in einigen F~llen die Summe auszuwerten, die l~echnungen bleiben 
jedoeh sehr kompliziert. 

Benutzt man dagegen die oben aufgestellte Transformationsgrnppe 
der SchrSdinger-Gleiehung sowie das Additionstheorem (31) far die Eigen- 
funktionen, so ]/~13t sieh die Summierung mit Leichtigkeit ausfflhren; die 
ganze Summe (33) ist zumeist einfacher zu bereehnen als deren einzelnes 
Olied. 

Analoge Vereinfaehungen bringt unsere Theorie bei der Berechnung 
der Norm der Projektion eines Operators L auf den n-ten Unterraum mit 
sieh, d.h.  bei der Auswertung der Doppelsumme 

N (L) = ~ ~ l ~ v2~,z~ L W~ t' ~' d x 12. (34) 
l m  l t ~  t 

husdr~eke vonder  Form (34) treten z. B. bei der Bereehnung yon Atom- 
formfaktoren auf, wobei dann der Operator L im Impulsraum die Form 

- - [ - -  

L = e ~ ;  LyJ(p) = ~o(p--1) (35) 

hat. Bei der Auswertung yon (33) und (34) benutzt man die Tatsaehe, dab 
diese Ausdrfieke in bezug auf die Wahl des Orthogonalsystems ~o..t,~ im 
Unterraum invariant sind. Eine orthogonale Substitution der ~, ~], ~', g 
(vierdimensionale Drehung) hat abet nur die Einffihrung eines neuen Ortho- 
gonalsystems zur Folge und andert somit den Wert der Summe (33) and (34) 
nicht. Diese Drehung kann nun so gew~ihlt werden, dab die Integrale in 
(33) und (34) sich wesentlieh vereinfachen bzw. gleich Null ausfallen2). 
So kann man z. B. den dutch (35) definierten Operator L, der im Impulsraum 
die Versehiebung des Koordinatenursprungs bewirkt, im wesentliehen in 
ein Produkt yon vierdimensionalen Drehungen, einer Spiegelung und einer 
:~.nderung des 3lal3stabes p -~ 2p zerlegen. Die letztere Operation gibt aber 
zu einer viel leiehter zu berechnenden Summe Anlal3, da ~o (2p) dieselbe 

t) J .v.  Neumann,  Mathematische Grundlagen tier Quantenmechanik. 
Berlin, J. Springer, 1932 - -  2) Im Ausdruck (34) kSnnen die %~lm und die 
~nVm' mit tti]fe zweier verschiedener Drehungen dutch zwei versehiedene 
Orthogonalsysteme ersetzt werclen. 
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Abhi~ngigkei~ yon den Winkeln v ~, ~ (gewShnliche Kugelfunktionen) wie 

~f (p) aufweist. 

7. Die in (33) auftretende Projektion Pncf der Funktion ~ auf den 
Unterraum n des Hi lber t schen  Raumes ist gleich 

' /m  

Im Impulsraum ist der Kern des Yrojektionsoperators P,  yon der Form 

I m  

Wit kSnnen hier die ~p,~,~ durch vierdimensionale Kugelfunktionen 
nach (7) ausdriicken. Da der ,,mitflere quadratisehe Impuls" Po yon der 
ttaup~quantenzahl n abhiingt, bezeichnen wir itm jetzt mit p.. Wit haben 

dann start (7) 
2~ 

Fiihrt man (88) in (87) ein und benutzt man das Additionstheorem (81), 
so bekommt man 

8 p~ sin n ~o 
9~ (P', P) = 7~2 (PI~ /~ ) ~/~n + 1 v' ~)~ sin ~o + o ~,.~ , ~  n - -  (39)  

und speziell ffir p ' =  P 
8 p~ n ~ 

Dabei is~ das Integral 

4 .  f Q. a p = (41) 
0 

gleich der Anzahl der Dimensionen des Unterraumes. 

8. Der groBe Erfolg des Bohrschen Schemas ftir das periodische 
System der Elemen~e yon Mende l e j ew ,  sowie die Anwendbarkeit der 
Ritzschen Forme] fiir die Energieniveaus zeigen, dab es eme sinnvolle 
Nfiherung ist, die Elektronen ira Atom als in einem Coulombsehen Felde 
befindlich zu behandelm 

Es ist daher naheliegend, das folgende Atommodell zu betrachten. 
Die Elektronen im A~om kSnnen in ,,grol3e Schichfen" eingeteil~ werden: 
zur n-ten groBen Sehieht gehSren alle Elektronen mit der ttauptquanten- 
zahln. Die Elektronendern4engro~en Schicht s~ durchwasserst~ 
~hnliehe Wellenfunktionen mi~ der effektiven Kernladung Z. beschneben 
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werden. Statt Z~ kann man den mittleren quadratischen Impuls p~ ein- 

ftihren, der mit Z~ durch die Beziehung 

(% 

Z~, = n p~, ~ (a Wasserstoffradius) (42) 

zusammenh~ngt. 

Unter diesen Annahmen kann man die Energie eines Atoms als Funk- 

tion der Kernladung Z und der Parameter p~ berechnen und die Werte 

der p,. aus der Minimumforderung bestimmen. Dabei ist zu beaehten, dal~ 

unter den gemachten Annahmen die Wellenfunktionen der Elektronen 

einer groBen Sehicht zwar zueinander, nieht abet zu den Funktionen einer 

anderen grol~en Sehicht orthogonal ausfallen. Es ist daher konsequent, 

die Austauschenergie zwischen den zu verschiedenen grol~en Schiehten 

gehSrenden Elektronen zu vernaehlgssigen und nut die Austauschenergie 

iImerhalb jeder Schicht zu beracksiehtigen. 

Dies Verfahren, auf Atome mit zwei groBen Schichten angewandt, 

ergab sehr befriedigende Resultate. Fiir Na + (Z = 11) bekomm~ man z. B. 
(in atomaren Einheiten): 

/h = 10,63; /)2 = 3,45 (Z = 11) (43) 

und fiir A1 +++ (Z = 13) 

Pl ~-- 12,62; /02 = 4,45 (Z : 13). (43*) 

Ft~r das Abschirmungspotential erhiilt man nach dieser Methode einen 

einfachen analytischen Ausdruck. Mit den obigen Werten Vml Pl und P2 
uaterscheidet sich dieser Ausdruck kaum yon dem auf unvergteiehlich 

schwierigerem numerisehenWege berechnetenHar t r e e schen ,,self-consistent 
field" und ist vielleicht sogar etwas genauer als das ]etztere, da er im Falle 

des Natriumatoms zwischen dem ,,self-consistent field" mit und ohne 
Austauseh liegtl). 

Fiir Atome mit drei grol~en Sehichten, niimlich fiir Cu + (-Z = 29) und 
fiir Zn + + (Z = 30), wurde eine analoge Rechnung durchgefiihrt. Es ergab sich 

P l  - -  28,59; P2 = 10,64; Pa = 5,47 (Z ~- 29) (44) 

Pl = 29,59; P2 = 11,09; Pa = 5,84 (Z = 30) (44*) 

Die Abweichung des Abschirmungspotentials yon dem yon H a r t r e e  
berechneten ist fiir Cu + (drei Schichten) etwas grbl~er als flit Na + und AI + + + 

(zwei Schichten), iiberschreitet aber hie 1 ~ des Gesamtwertes. 

1) Vgl. V. Fock  u. Mary  P e t r a s h e n ,  Phys. ZS. d. Sowjetunion 6, 368, 
1934. 
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Die Genauigkei~ des hier vorgesehlagenen Atommodells scheint SOlnit 
- -  fiir nicht zu schwere A~ome - -  ziemlich hohen Anforderungen zu geni~gen. 

In dem Mal~e aber, in welehem unser Atommodell zutrifft, kann man 
fiir die Dichtematrix eines Atoms ]m Lnpulsraum die Summe der Aus- 
drtieke (39) ffir die im Atom vorhandenen grol3en Schiehten benutzen. 
Die Kenntnis der Diehtematrix ermSglieht aber - -  wie dies besonders yon 
D i r a c  1) hervorgehoben wurde - -  die Beantwortung aller Fragen, die sieh 

auf das Atom beziehen, insbesondere die Bereehnung der Atomformfaktoren.  
Als Beispiel sei hier der Atomformfaktor  F n fiir die n-te grof~e Schicht 

angeffihrt. Wir haben in atomaren Einheiten 

(45) 

Setzt man hier fiir @~ (p, p -  1~) den aug (39) folgenden Ausdruck ein, so 
l~l~t sieh das Integral in geschlossener Form auswerten. Mit der Abkf~rzung 

4 p~ - -  k ~ 
x - -  4pn ~ q - k  2 (46) 

bekommt man 
1 

F ,  = F~ (x) = ~ T;~ (x) (1 q- x) 2 {P'~ (x) q- P;,_~ (x)}, (47) 

T r - we mit n (x) die Ableitung des T s c h e b y s e h e f f s o h e n  Polynoms 

T~ (x) ~- cos (n arecos x) (48) 

und mit Pit (x) diejenige des L e g e n d r e s e h e n  Polynoms P~ (x) bezeichnet 
ist. Fa r  k = 0  wird x = l  undF~(1 )  = n  2. 

Die Summe der Ausdriieke (40) fiber die im Atom vorhandenen grol~en 
Sehichten ist proportional der Ladungsdichte im Impulsraum. Diese Gr61~e 
kann man mit  der aus dem F e r mi  sehen statistisehen Atommodell bereehen- 
baren Ladungsdich~e vergleiehen, wobei die letztere als weniger genau 
anzusehen ist. Ffir die Atome Ne (Z ~ 10) und Na + (Z = 11) finder man 
far grol~e p eine recht gute ]Sbereinstimmung, wahrend fiir kleine p (etwa 
p < 2 atomare Einheiten) das F e r m i s c h e  ~[odell viel zu hohe Werte der 
Ladungsdiehte ergibt. 

Zum Schlu~ sei bemerkt,  dal~ tmsere Methode, welche bei derAnwendung 
auf Atome mit ausgefiillten groBen Schichten besondere Vereinfaehungen 
mit sieh bringt, wabrscheinlieh aueh als Grundlage ffir die Behandlung 
der Atome mit nicht ausgefiillten Sehiehten verwendet werden kann. 

~) P. A. M. Di rac ,  Prec. Cambr. Phil. Soc. 28, 240, 1931, Nr. II. 


