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Die Wellengleichung des Keplerproblems
im Impulsraume.

Von Egil A. Hyleraas in Bergen.
(Bingegangen am 12. Dezember 1931.)

¥s werden aus der einfachen Vertauschungsrelation allgemeinere Vertauschungs-
relationen bei Funktionen der Koordinaten und Impulse abgeleifet.! Diese
werden zur Transformation der Wellengleichung des Keplerproblems im
Koordinatenraum in die entsprechende Wellengleichung im Impulsraum benutzt.

Wie bekannt, kann man beim Keplerproblem fiir die Energie, den Ab-
solutwert des Tmpulsmomentes und seine Komponente in einer gegebenen
Richtung, bestimmte Werte angeben, fir die Koordinaten oder Impulse
des Elektrons dagegen nur statistische Verteilungen. Beide Verteilungen
sind durch das Quadrat des Absolutwertes einer , Wahrscheinlichkeits-
amplitude’ gegeben, die wir im ersten Falle durch Lésung der Sehro-
dingerschen Wellengleichung im Koordinatenraum erhalten. Tm zweiten
Falle konnen wir sie aus einer Schrodingerschen Eigenfunktion mit
Hilfe der Dirac-Jordanschen Transformationstheorie ableiten, oder aber
wir komnen sie durch Losung einer transformierten Wellengleichung er-
halten. In der erstgenannten Weise haben Podolsky und Pauling?)
die Bigenfunktionen im Impulsraum entwickelt. Hier soll dieselbe Angabe
gel6st werden, indem zunichst die Wellengleichung im Impulsraum aus der
iiblichen Wellengleichung mit Hilfe der Rechnungsregeln der nichtkommu-
tativen Algebra abgeleitet wird.

Zu diesem Zweck wollen wir ein paar Formeln der nichtkommutativen
Algebra aufstellen, die zwar bei der vorliegenden Aufgabe entbehrlich
sind und nichts mehr enthalten als die einfache Vertauschungsrelation,
die aber bei derartigen Rechnungen sehr bequen sind, weil sie schon eine
ganze Menge von wiederholten Anwendungen der Vertauschungsrelation
enthalten.

Wir fangen mit der einfachen Vertauschungsrelation an,

h
P9=9P+2_n“?;: (1)

1) B. Podolsky u. L. Pauling, Phys. Rev. 34, 109, 1929.
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aus der man die allgemeinere Formel
h df

pfle) = f(Q)P'*"‘,m g

(2)

entwickelt. Man kann die Gleichung als Definition von df/dq auffassen,
wir wollen aber df/dq als in iiblicher Weise definiert denken, d. h. als f' (g),
wobel f' (z) die Ableitung einer gewthnlichen Funktion f (z) ist. Dann ist (2)
eine Folge der Vertauschungsrelation (1), wenn f (¢) ein Polynom von g
ist, oder noch allgemeiner eine Potenzreihe mit positiven Potenzen. Dies
folgt daraus, daB, wenn Gleichung (2) fir zwei Funktionen f (g) und g (¢)
gilt, so gilt sie auch fir die Funktionen f + g und fg.

Die Gleichung (2) gilt aber auch fiir noch allgemeinere Funktionen,
die wir mit Hilfe der Diracschen Theoriel) definieren konnen. Bei allen
solchen Funktionen gilt, daB je zwei, die als Funktionen voneinander oder
von einer gemeinsamen Grofe ausgedriickt werden konnen, immer
kommutativ sind.

Nun ist z. B.

1 LA 1
(r7—7p/f =p—5rf= T 8w F dg
Rechts steht eine Funktion von ¢, folglich missen beide Glieder links

Funktionen von ¢ sein, weil f Funktion von ¢ ist. Sie sind alsoc kommutativ,
und wir erhalten durch Multiplikation links mit 1/f

1_ 1 h1df h 41 ®)

PF=FP = TomiPaq dmidg7
Dasselbe wiirden wir natiirlich direkt durch Multiplikation rechts
mit 1/f erhalten, weil 1/f und df/dq Funktionen von ¢ sind und somit
kommutiert. Gleichung (2) gilt also auch fiir 1/f, wenn sie fiir f gilt, und

speziell gilt sie dann bei allen negativen Pofenzen von g.
Weiter ist z. B.

pfn—fp)f ”+f"(pf“—f"p)f
1 hod
+7 "(pf" f"p)~pf—fp—2—mg~;

1
Diese Gleichung multiplizieren wir rechts und links mit f» und bilden
die Differenz. Wir erhalten dann

1
(Pf"—-f” )f—f(l?f" /" =0,
1) P. A. M. Dirac, Principles of Quantum Mechanics. Oxford 1930.
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1 1 1
weil fo und df/dq kommutativ sind. pfr — frp kommutiert also mit f
und somit auch mit jeder Funktion von f. Aus der obigen Gleichung finden
wir also dann

1 1 1 hodf
nf "(Pf"—)‘"p)=§—mﬂ,
oder
1oz Bo1iovdf b4 2
Pf—fp—vg—n‘,i;f d—q——ma—ql’ )]

Wenn Gleichung (2) firr eine Funktion f gilt, so gilt sie also auch fiir
jede Wurzel von f.
Es sei nun ¢ (p) eine Funktion von p. Dann ist
DRIV
2mi dq dp 2 \2mi/ dg* dp?
S L i)"‘ﬁ &g
aeon!\2mi/) dgr dp’

gf = fg+

(5)

denn aus (5) und (2) folgt

. ® 1 h n f dn—lg dng
gt = Eonx(m) ﬁi("dpn-ﬂ”pa;n ’

und der letzte Klammerausdruck ist die n-te Ableitung von pg nach p.
Folglich gilt die Formel allgemein, wenn ¢ ein Polynom oder eine Potenzreihe
mit positiven Potenzen von p ist, weil sie bel ¢ = p gilt. Auch gilt sie,
wenn g eine ganz allgemeine Funktion von p, und f ein Polynom von g ist.
Sie muB wohl auch gelten, wenn sowohl g als f allgemeinere Funktionen
sind, doch ist sie dann jedenfalls von geringem Nutzen. Sie gilt noch, wenn f
eine Funktion von mehreren ¢, and ¢ eine Funktion eines der p, z. B. p,
ist, wobel wir 8/8q und 8/0p durch 8/dg, und 0/0p, zu ersetzen haben.
f darf dabei sogar auch Funktion der p sein (natiulich eine ,,wohlgeordnete®
Funktion). Wenn g eine Funktion zweler p, z. B. p, und p,, so lautet die
entsprechende Gleichung:

_<x 1/ byrponfong o n O°f B g ]

=1 h [ @ 0 0 g 1

welche wir beweisen konnen, indem wir zeigen, daf sie bel p;g oder pyg
gilt, wenn sie bei g (p;, pp) richtig ist. In der symbolischen Schreibweise
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ist natirlich vorausgesetzt, dal 8/0p; usw. nur auf ¢ za wirken hat, wenn f
Funktion auch von den p ist. Wenn schlieBlich g eine Funktion mit positiven
Potenzen von samtlichen p ist, so lautet die Formel

] ]_ h\‘ll‘a a a a "
gf_nzon—!(é—;l—"i) [3_'%3_1):+0_q;0—m—‘—-..]fg
h 2 0 2 s
=e27t[a‘q7rm rqza@*’”']fg )

in symbolischer Schreibweise. Bei Vertauschung ,,in der entgegengesetzten

Richtung haben wir ftiberall i durch fﬁ zu ersetzen, also

%71 27
R 2]
fg = g27 |dp1 9qr  dp2 N]‘2 gf.

Wir gehen nun zur Aufstellung der Wellengleichung im Impulsraum
iber und begniigen uns dabei mit der Behandlung des Wasserstoffatoms.
Die Energiegleichung lautet:

1 2 2 2 n ¢
Q;;L(pz+py+pz)——(ﬂ+—r—) = 0. ®

Dies ist natiirlich so zu verstehen, dafi der angegebene Operator, an-
gewandt auf eine Higenfunktion p (z, y, 2), den Wert Null gibt, wenn E
der entsprechende Kigenwert ist. Dasselbe muBl auch der Fall sein, wenn
der Operator auf eine Eigenfunktion oder ,, Wahrscheinlichkeitsamplitude®
¥ (P P, P,) im Impulsraum angewandt wird, nur 16t sich dann die Be-
deutung des Operators 1 /r erst auf indirektem Wege angeben und es erpfiehlt
sich, die Energiegleichung umzuformen.

Eine ganz naive Umformung mit Hilfe der gewdhnlichen Rechnungs-
regeln wiirde zu der brauchbaren Gleichung

2 —2mEPrE——4mPet =0 (8a)
P

fihren. Denn hier liBt sich der Operator 7% == a? 4 2 +4- 2% direkt durch
Mh)”—ﬁ + 62‘ + i ersetzen. Die Gleichung (8a) ist aber nicht
o) (o2t agr T ) ' ¢

die richtige, weil man die Rechnungsregeln der nichtkommutativen Algebra
verletzt hat. Dies zeigt sich z. B. darin, dafl man nicht die Eigenwerte

Bh

2

E, = ——R—gh, sondern B, = —
7w

1
n—g

erhilt. Die Gleichung mufl also mit Hilfe der nichtkommutativen Algebra
durch gewisse kleine Glieder erginzt werden.
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7u diesem Zweck schreiben wir (8) in der Form

2
P —mE = 2me

. C)

Wir multiplizieren nun links mit », dann wieder links mit r(p?-—2mE)
und erhalten
r(p?—2mE)r (p? — A mE) = 4 m2et, (9a)

Nun ist nach der Formel (7) oder (7a)
3 _ (P h 1 i)i
r{p® —2mE) = (P 2mE)r+2n2(pxw+pyy+pzz) ; +<2n = (9b)
daber
ih
(p"'—2mE)r2(p‘*——ﬂmE)+2ﬂ(pxw+pyy+pzz)(p2——2mE)

. 2
+2(£Z) PP —2mE) = 4mde. 9c)

Weiter ist
(PP —2mE) = (p2—2mE)r2+4ﬁ(p e+ p,y+p z)-;-(i(ﬂ"—)2 9b)

2" Y i 27
und

zp? = p“a:-{-l}iu‘zp usw.
2% xz?

Wir erhalten demnach

h h 2
(0 —2mE) 2 + (pﬁ_sz)[G-;;(mw + PyY + p.2) + 8(%,;) ]

-y 2
+ 4(%) p? = 4mPet (9e)
oder
ih ih\?
P*—2mEEe 4 @2_2mE)[62—7;(pmz + Py Y+ p.2) +12(2—5> ]
L, .
+2m<E(£%) —2me) = 0. 9f)

Die Wellengleichung lautet somit
0 # P ]

9 2_____ v I
@ ~2mE) [092+6P3+6p3

9 o 8
2 ——— — —— ¥l = U
. 2mE)[6(pxapx+py0py+p26pz)+12]+2m(F+4Rh) 0. (9g)

Diese Cleichung fithrt zu den richtigen Eigenwerten und zu den
von Podolsky und Pauling gefundenen Figenfunktionen.
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Wir konnen aber die Sache einfacher machen, indem wir zunichst
in (9) mit r rechts multiplizieren. Das bedeutet eine Kontakttransformation,
und die Losung der entsprechenden Wellengleichung ergibt uns die mit
1/r oder (p? — 2 mE) multiplizierte Eigenfunktion.

In diesem Falle haben wir also

(P —2mE)r=2me? und (p?—2mE)r (p® —2mE)r = 4m?e, (10)
die wir mit Hilfe von (9b) direkt schreiben als

o 2_ ik v RN
(PP—2mE32r+ (p 2mE)[2é—y—z(pxx+pyy+p,z)+2(2n>]ﬁ4mze.(10a)

Die letate Gleichung ist auch unmittelbar aus (9¢) zu erhalten, indem
man guniehst mit (p? — 2 mE)? rechis und denn wieder mit (p* — 2 mE)
links multipliziert. Das bedeutet ja gerade die soeben erwihnte Kontrakt-
transformation.

Wir ersetzen nun die , y, 2 tberall durch ﬂ —0— usw. und erhalten

27 0P,

die Wellengleichung im Tmpulsrau:
0* i 0
2 2
(p* —2mE) la 2 + ﬁ -+ ﬁp,]

8
+ —-2mF)2[pm prap +pza +1]+8mRh=0, (10b)

Q7P m et

Rh = i

Wir fithren jetzt statt der rechtwinkligen Koordinaten p,, p,, p, die
Impulspolarkoordinaten p, ®, @ ein. Die Gleichung (10b) ist dann separier-
bar und wir konnen in der Eigenfunktion einen Faktor

P {cosB) ¢m?®
abspalten. Fir den p-abhingigen Teil ergibt sich dann die Gleichung

# 24 1+
ip* pdp P

v ZmE)[ ] - QmE)[ p%ﬂ]wmm 0, (10¢)

and weiter durch die Substitubtion

p=Y—2mEE

s ® 2 d 10+,
@+nbg+§d§ 5,}+@+nﬁ%5
Rh Rh

6 = — B _ 1%

B’ a

+2]+4a =0l 04
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Wir spalten nun aus der Eigenfunktion einen Faktor & ab, d.h. wir
multiplizieren links mit &, rechts mit £. Es ergibt sich dann

o142 a
€ + 1 [déz = d§]+(§2+1 [25 éb+2l+2]+4a_0 (10¢)

und welter bel _e
(’7+1)2[’7c%+(1+%>dd] (ﬂ+1)[ +5 +a =0 j (105

Die Losung dieser Gleichung 188t sieh in eine negative Potenzreihe
nach (n + 1) entwickeln:

Cr
; (n + 1)l+ k
Bis ergibt sich fir die ¢, die Rekursionsformel
141
[(; + k)(/l-}-k—l———) + i; ] = [A+E—12—ale,,. (10g)

Damit die Reihe nach beiden Seiten abbricht, z. B. ¢_; = 0, on,+1 =10,

muf
—-<z+ )/H-H'l 0,d.h.1={”1'1,
2
und A+np—a=0
sein.

Wir mriissen hier offenbar A == I + 1 nebmen, um die Grenzbedingungen
im Unpendlichen & - oc zu befriedigen. Wir erhalten somit

a='n’2, E:——.—’

n =n+1+1.

Um nun einen einfachen expliziten Ausdruck der Eigenfunktion zu
erhalten, spalten wir einen Faktor (7 + 1)~ ¢+ P ab, d. h. wir multiplizieren
rechts mit diesem Faktor und links mit (y + 1)) T2 Wir finden dann

(10g)

&2
1) ey
(n+1)7y P
3 2 d 2 2
= Dm0+ )+ (14 )+ 127 a1 = 0, ()
und wieder bei

n—1 _ 144
g+1 7T i=g
[1—¢2id52 @1+8)¢ C+n2—- I+ 17 = o.

{= 0<nCoer — 1LY,

(11a)
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Das ist die Differentialgleichung der von Pauling und Podolsky,
a. a. 0. angegebenen Gegenbauerschen Funktionen

G ©)

Wir vergleichen die Differentialgleichung (11a) mit der Differential-
gleichung der Legendreschen Polynome und ihrer Ableitungen

=1z @z (ot g) — (b g) P20 = 0 aty

und, um an die Verwandtschaft der Gegenbauerschen und der Liegendre-
schen Funktionen zu erinnern, schreiben wir

Gri.@ = P ”) O (i1¢)

Diese Funktionen lagsen sich in ganz dhnlicher Weise wie die Liegen-
dreschen mit Hilfe einer erzeugenden Funktion o ({, t)= (1— 2 ¢+ &y~ ¢+

definieren. Man hat in der Tat bis auf einen gemeinsamen numerischen
Faktor

oGl = A—20i4 B0y = ) P"*)@tn -1 (1)

n=1l+1 "
denn aus

(—20i+8)58 = @l+2ty, (1_2U+t2)%15 — @I+ E—Dy
folgt

oy 61!’ 9
C—1 5&. e (1—5) (21-5-2)“!)—”5—*)
und weiter
d . 81£ . o0, 0P ?_E . >y
8C(I—C)6C 21+2)tac tat-—t@' t>acat
oy aw] v WPy Oy 0y
(2Z+2)[C5E ED A Y T M TR T
Durch Umformung des letzten Gliedes erhilt man
1—52) <zz+3):a"’+t2 +(21—|—‘3)t =0 (11e)
852 ac FId ’

Aus dieser partiellen Differentialgleichung folgt die Differential-
gleichung (11a) fir die Entwicklungskoeffizienten P( ) ) von (11d).

Zeitschrift fir Physik. Bd. 74. 15
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Die Bigenfunktionen von (9g) lauten nun, wenn wir an die verschiedenen
Transformationen erinnern,

£ 1+ 8 —1\ N
Tnlm == Wpi_g)(§2+1>Pl (@) elmq’ (12)
wobei
p np np
§ = = = — 12 3
Y—amE Qﬂegm Po tae)
h

Py ist der Gesamtimpuls eines Elektrons in der ersten Bohrschen
Kreisbahn, denn « = 2me?/h ist ja gerade die Geschwindigkeit. Die
Funktionen (12) sind bis auf einen Normierungsfaktor die von Podolsky
und Pauling a. a. O. angegebenen.




