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Die Wellengleiohung des Keplerproblems 
i m  I m p u l s r a u m e .  

Von Eg|l A. Hylleraas in Bergen. 

(Eingegangen am 12. Dezember ].931.) 

Es werden aus der einfaehen Vertauschun~relation al]gemeinere Vertauschungs- 
rela~ionen bei Funktionen der Koordinaten un4 Impulse abgeleitet. + Diese 
werden zur Transformation der Wellengleichung des Keplerproblems im 
Koordinatenraum in die entspreehende Wellengleichung im Impulsraum benutzt. 

Wie bekannt, kann man beim Keplerproblem filr die Energie, den Ab- 
solutwert des Impulsmomentes lind seine Komponente in einer gegebenen 
~iehttmg, bestimmte Werte angeben, fiir die Koordinaten oder Impulse 
des Elektrons dagegen nur statistische Ver~eilungen. Beide Verteilungen 
sind dutch das Quadrat des Absolutwertes einer ,,Wahrseheinliohkeits- 
amplitude" gegeben, die wir im ersten Falle dutch LSsung der SchrS-  
dingersehen Wellengleichung im Koordina~enraum erhalten. Ira zweiten 
Falle kSnnen wir sie aus einer SehrSdingersehen Eigenfunktion mit 
ttilfe der D i r a e- J o r d a n schen Transformationstheorie ableiten, oder abet 
wir kSnnen sie dutch LSsung einer transformierten WellengIeichung er- 
halten. In der erstgenannten Weise haben P o d o l s k y  und P a u l i n g  1) 
die Eigenfunktionen im Impulsraum entwiekelt. I-Iier sell dieselbe Angabe 
gelSst wordon, indem zun~chst die Wellengleiehung im Impulsraum aus der 
fiblichen Wellongleiehtmg mit Hilfe der ~echnungsregeln der nieht, kommu- 
tativen Algebra abgeleitet wird. 

Zu diesom Zweek'wollen wir ein paar Formeln der. niehtkommutativon 
Algebra aufstellen, die zwar bei der vorliegenden Aufgabe ontbehrlich 
sind und nichts mehr enthalten als die einfache Vert~uschungsrelation, 
die aber bei derartigen l~echntmgen sehr bequem sind, weft sic schon eine 
ganze ~enge yon wiederholten Anwendungen dor Vertausehungsrelation 
enthalton. 

Wit fangen mit der einfachen Yertausehungsrelation an, 

h 
Pq = qP + 2 ~ i '  (1) 

1) B. Podolsky u. L. Pauling,  Phys. Rev. 3~, 109, 1929. 



Egil A. Hylleraas, Wellengleichung des Keplerproblems im Impulsraume. 217 

aus der man die Mlgemeinere Formet 

P / (q) = / (q) P + ,., ~ ,Tq (2) 

entwickelt. Man kann die ~leichung als Definition yon d//dq auffassen, 
wit wollen abet d//dq als in tiblicher Weise definiert denken, d. h. a ls / '  (q), 
wobei/' (x) die Ableitung einer gewShnliehen Funktion / (x) ist. Dann ist (2) 
eine Folge der Vertauschungsrelation (1), wenn /(q) ein t?olynom yon q 
ist, oder noch allgemeiner eine Potenzreihe mit positiven Potenzen. Dies 
folgt daraus, dal~, wenn Gleichung (2) fiir zwei Funktionen /(q) und g (q) 
gilt, so gilt sie auch fiir die Funktionen / + g und /g .  

Die CJleichung (2) gilt aber aueh fiir noch allgemeinere Funktionen, 
die wit mit I-Iilfe der Diraeschen Theorie 1) definieren kSnnen. Bei allen 
solchen Funktionen gilt, dal~ je zwei, die als Funktionen voneinander oder 
yon einer gemeinsamen OrS13e ausgedriickt werden k5nnen, immer 
kommutativ sind. 

Nun ist z.B. 

~ 7 - - T p  l =  p - T p t  = - 2 , ~ i 7 - e - ~ "  

l~eehts steht eine Fm~ktion yon q, folglich mt~ssen beide Glieder links 
Fm~ktionen yon q sein, weil / Funktion yon q is~. Sie sind also kommutativ, 
trod wir erhalten dutch Multiplikation links mit 1// 

1 t h l d /  h d 1 (a) 
P ) - -  - fP  = - ~ .~  1 ~ d-~ = 2 ~  d-~ T" 

Dasselbe wfirden wit nattirlich direkt dutch Multiplika~ion reehts 
mit 1/1 erhalten, weil 1/1 und dl/dq F~mktionen yon q sind und somi~ 
kommutiert. ~leiehung (2) gilt also aueh ftir 1/1, wenn sie fiir / gilt, and 
speziell gilt sie dann bei allen negativen Potenzen yon q. 

Weiter ist z. B. 
1 1 1 1 1 1 . 2 

( p f i - - f i p )  f-~. + f i  (p l , , - - l~p)  1~-~ + . . .  
1 1 1 h ~ 1  

+ /~ ~(PI ' - - /nP)  = P / - - / P  = 2:~i d_q. 
1 

Diese Gleiehang multiplizieren wir rechts and links mi t /n  und bilden 
die Differenz. Wir erhalten dann 

1 1 I l 

( p l , - - / ~ p ) / - - / ( p t , ~ - - / , ~ p )  = o, 

1) p. A. M. Dirac, Principles of Quantum Mechanics. Oxford 1930. 
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weil '/~ und d//dq kommutativ sind. p/n--/~p kommutiert also mit ] 
und somit auch mit jeder Funktion yon/ .  Aus der obigen Gleichung linden 
wir also dann 

n f  '~(pp'--/~p) = 2~i dq' 
odor 

1 1 h 1 . 1 - - l a /  h ~ F~ 
- t ~  - -  = (4)  p F - # p  = . a q  " 

Wenn Gleichung (2) fiir eine Ftmktion ~ gilt, so gilt sie also auch ffir 
jede Wurzel yon [. 

Es sei nun g (p) eine Funktion yon p. ])ann ist 

h d/ dg . 1 /  h \~d 2f d ~ g _ b . . .  

#1  ( hLy e, l d, g 
---- , = o ~ . \ . 2 ~ i /  dq ~" dp~,, (5) 

denn aus (5) tmd (2) folgt 

+ 

und dot letzte Klammerausdruck is~ die n-to Ableitung yon pg nach p. 
Folglieh gilt die ~ormel allgemein, wenn g ein Polynom odor eine 1)otenzreihe 
mit positiven Potenzen yon p is t ,  well sie bei g ~ p gilt. Auch gilt sie, 
worm g eino ganz allgemeine Funktion yon p, und ] ein 1)olynom yon q ist. 
Sic mul~ wohl auch gelten, wenn sowohl g als / allgemeinere Funktionen 
sind, doch ist sie dann jedenfalls yon geringem ~qu'tzen. Sic gilt noch, wenn / 
eine Funktion yon mehreron q, and g eine Funktion eines der p, z.B. p~ 
ist, wobei wit O/Oq und O/Op dm'ch O/Oqr und O/Opt ~u ersetzen habon. 
/ darf dab4 sogar auch Funktion dot p sein (nati~rlich eine ,,wohlgeordnete" 
Funktion). Wenn g eine Funktion zweier p, z. B. Pl und p~, so lautet die 
entsprechende Gleichung: 

g / =  = n!\2~i] [Oq~ Op~ 10q~-lOq~'Op~-lOp~ 

= .~=o~\~-~-~iJ L~'Op~ ~-Oq~ Op~] fg' (6) 

welche ~fir beweisen kSnnen, indem wir zeigen, dal~ sie bei Pig oder P2g 
gilt, wenn sie bei g (Pl, P2) richtig ist. In der symbolisehen Schreibwoiss 
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ist natiirlieh vorausgesetzt, dab O/apl usw. nur auf g Ztl vdrken hat, wenn ] 
Funktion aueh yon den pist .  Wenn schlieBlich g eine Funktion mit positiven 
Potenzen yon s~mtliehen p ist, so lautet die Formel 

o_ o o o ]. /  
g~ = ,~:~-~o~.. LOql Opl ~-Oq~ Op~ + ''" 

g 
J 

h [ ~  ~ + ~ _ ~  ] 
= e 5-~ ~q~P-~ ~ q ~ + ' "  /g  (7) 

in symbolischer Schreibweise. Bei Vertauschmig ,,in der entgegengesetzten 
h ih  

Riehtung" haben wir fiberall ~ dutch ~ zu ersetzen, also 

/g = e2~ ~ ~q-~ ~w ~q~ g/. 

Wir gehen nun zur Aufstellung der Wellengleichung im Impulsraum 
fiber und begntigen uns dabei mit der Behand]ung des Wasserstoffatoms. 
Die Energieg]eiehung lautet: 

1 (E + e 2 
+PY)- -  7)  = o. (s) 

Dies ist natiirlich so zu verstehen, dab 4er angegebene Operator, an- 
gewandt auf eine Eigenfunktion .~p (x, y, z), den Wert bTull gibt, welm E 
tier entspreehende Eigenwert ist. Dasselbe mug aueh der Fall sein, wenn 
der Operator auf eine Eigenfunktion oder ,,Wahrscheinlichkeitsamplitude" 
y~ (p.~, py, p~) im Impulsraum angewandt wird, nut laBt sieh dalm die Be- 
deutung des Operators 1/r erst auf indirektem Wege angeben mid es empfiehlt 
sich, die Energiegleiehung umzuformen. 

Eine ganz naive Umformung nfit Hilfe der gewShnlichen ~echnungs- 
regeln wfirde zu der brauchbaren CJleichung 

(p~ - -  2 mE)2r ~ - -  4 m ~ e ~ ---- 0 (8a) 

ftihren. Deml hier l~l~t sich der Operator # -~ x 2 + yZ + z ~ direkt dutch 
l ih  \~ / O 2 02 02 , 

+ Op~-+~-~z)~.._ ersetzen. Die C:rleichung (8a ) i s t  aber nicht 

die riehtige, well man die I~echnmigsregeln der nichtkommutativen Algebra 
verletzt hat. Dies zeigt sich z.B. darin, dab man nieht die Eigenwerte 

R h  Rh  
E n ~ n2 , sondern En = 'n ~ 

4 

erhitlt. Die ~leiehung mu/,~ also mit I-Iilfe der niehtkommutativen Algebra 
durch ge~dsse kleine Glieder erg~nzt werden. 
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Zu diesem Zweck schreiben wir (8) in der Form 

2 m e ~ 
p~ - -  9, m E ~ �9 (9) 

r 

Wit mulfiplizieren nun links mi~ ~, dann wieder links mit r ( p ~ - - 2 m E )  
mid erhalten 

r (p~ - -  2 mE)  v (p~ - -  2 mE)  = 4 m2e t. (9a) 

bTun ist nach der Formel (7) oder (7 a) 

ih 2 1 ( i h ~  2 2 
r (p~-  2 m E )  = ( p ~ - 2 m E ) r +  2 ~  ( P ~ x + p v Y + P ~ Z ) r  + \ ~ 2 " r "  (9b) 

daher 

ih 
(p2--  2 m E) ~ (p2-- 2 m E) + 2 - ~  (p~ x + pv y + p, z) (p~--  2 m E} 

- ~ ~/  

Weiter is~ 

r ~ (p~ - -  ~, m E) = (p~--  9, m E) r 2 + 4 ~ (y~ x + Pv Y + P, z) + 6 \2  ~ /  

und 

ih  
x p 2 = p~ x + ~--~ . 9, p~, usw. 

Wit erhalten demnaoh 
�9 

�9 / i h \  ~ 
+ P = 4n  e" (9e) 

oder 

_ , _ ~  2mE, r_,i,h 1 ( ih~l  
( p 2 - - 2 m E ) ~ r ~ - v ~  __ ) [ ~ 2 ~ ( p . x  + p u y + p = z  ) + 2 t ~ )  J 

+ t i m  E - - f r e e  4 ---- O. (9f) 

Die Wellengleichung lautet solnit 

I- 0 ~ 0 ~ 0 ~ ] 
(p~ - 9~ m E )  ~ I ~ + = - 2  + 

LV p~ O py J 

§  6(p~ + p v ~ - y  p ~ - ~ 9 + 1 2  + 9 , m ( B + 4 B h ) = O .  (9g) 

Diese Cleiehtmg f~hrt zu den riehtigen Eigenwerten und zu den 
yon P o d o l s k y  und P a u l i n g  gefundenen Eigenftmktionen. 
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Wir kOnnen aber die 8ache einfacher machen, indem wir zunfi,chst 
in (9) m i t r  rechts multiplizieren. Das bedeutet eine Kontak~transformation, 
und die LSsung 4er entsprechenden Wellengleichung ergibt uns die mit 
1/r oder (p2--2 mE) multiplizierte Eigenfunktion. 

In diesem Falle haben wir also 

(p2 __ 2 mE) r = 2 me 2 and (p~ ~ 2 mE) r (p~ --- "2 mE) r = 4 m% 4, (10) 

die wit mit ttilfe yon (9b) direkt sehreiben als 

2 ih ih ~ ~ 4 
(p2-2mE)2r~ + (p - 2 m  E)[2~-~ (p~x + pyy + pzz) + 2 ( ~ )  ] = 4 m e .  (10a) 

Die letzte Gleichung ist auch unmittelbar aus (9 c) zu erhalte~, indem 
man zun~chst mit (p~ - -  2 mE) -I rech~s und dann wieder mit (p~ - -  2 mE) 
links nmltipliziert. Das bedeutet ja gerade die soeben erwiihnte Kontrakt- 
transformation. 

i h  0 
Wit ersetzen nun die x, y, z tiberall dlrrch ~ ~ usw. und erhalten 

die Wellengleichung im s 

0~ 02 / 

g~2 m e ~ 
R h - -  

h~ 

Wir fOhren jetzt statt der rechtwinkligen Koordinaten Pz, i~ , P~ die 
Impulspolarkoordinaten p, O, (/) ein. Die Gleichtmg (10b) ist dann separier- 
bar und wit kOnnen in der Eigenfunktion einen Faktor 

p7  ~ (eosO) e ~ ' ~  

abspalten. Fttr den p-abh~tngigen Teil ergibt sieh dann die Gleichtmg 

und welter dutch die Substitution 

p = V ' ~ m E ~ ,  

4 (~:+1) d-'~-l-~-d-~-- ~:' -[-(~:2+1) 2~: -4-~ + 4 a = O ,  (104) 

Rh E = Rh 
a -  E '  - - T "  
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Wir spalten nun ~us 4er Eigenfunktion einen F~ktor ~l ab, d.h. wir 
multiplizieren links mit ~-l, rechts mit ~z Es ergibt sich dann 

( ~ + 1 )  ' ~ +  ~ ~-~ +(~:~+1) ~ + ~ l + ~  + 4 a = O , ( l O e )  

und wei~er bei 

d ~ 8 d " d t + l ]  (10 f )  

Die LSsung dieser Gleichung l ~ t  sich in eine negative Potenzreihe 
nach (V + 1) entwickeln: 

k ~  Ck ~ 
07 + 1) ~'+k 

Es ergibt sich fiir die % die Rekarsionsformel 

[(). + k)(~ + k--1-3) q-/-~+21]c~ = [(~ + k - - l ) 2 - - a ] c k _ p  (10g) 

Damit die Reihe nach beiden Seiten abbricht, z. B. c_ 1 = 0, c~u + ~ : 0, 
mu~ i z + l  

k 9J  1 2 0, d.h. 2 t 

und 

sehJ. 
Wit mi~ssen hier offenbar ,~ = l + 1 ~ehmen, um die Grenzbedingungen 

im Unendlichen ~ --> oc zu befriedigen. Wir erhaEen somit 

a = n 2, E -- n~, (10g) 

Um nun einen einfachen exp]iziten Ausdruck der Eigenfunktion zu 
erhalten, spalten wit einen Faktor 07 + 1)- (~ + ~) ab, d. h. ~ multiplizieren 
rechts mi~ diesem Faktor und links mit (~ + l) ~+ 1. Wir finden dann 

und wieder bei 

: ~7--1 1 -}- ~" 0 %  1 ~ r  1,] ~ v + ~ '  '2 = ~--t" ~ : r  - -  

" - d ~ d i ( l la)  
[ 1 - - ~ 1 d - ~ - - ( 2 / + 8 ) ~ _  d ~ + n ~ - - ( l + l ) ~  = 0" 
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Das ist die Differentialgleichung der yon Pau l ing  und Podo l sky ,  
a. a. 0. angegebenen Gegenbauerschen Funktionen 

(0. 

Wir vergleichen die Differentialgleichung (lla) mit der Differential- 
gleichung der Legendreschen Polynome un4 ihrer Ableitungen 

d~ ~ + ( n  1'~ 1 '~P~ ) 

und, um an die Verwandtschaft der Gegenbauerschen und der Legendre-  
schen Funktionen zu erinnern, schreiben wit 

O~ + i p(~ + ~) n-~-~ (~) = (r (llo) 

Diese Funktionen 1assert sich in ganz ~hnlicher Weise wie die Legen-  
drescher~ mit I-Iilfe einer erzeugenden Funktion ~o(~, t) = (1 - 2~t + t~) - a + ~) 

Man hat in der Ta~ bis auf einen gemeinsamen numerischen definieren. 
Faktor 

~(r = (1- -2r  -(~+~) = 2~ p('+ ) (Ot,~-z-L (ha) 
n : l + 1  n--~ 

denn aus 

o~ = (2z+ 2)($--t) ~, o~ (2z+ 9)t~o, (1-- 9.r +tD ~ 

folgt 

(r , (l--r 

und weiter 

0~v 0~v ~ 0 '~ 
O$Ot 

(~ ~ + 2) [r 0 v, 0-~ t ~ ] - ~ ~' ~ 0~ ~ 0 ~, Or:. 
= _ t o i - ~  ~ - - t ~ - i - - t -  ~ 

Durch Umformung des letzten Oliedes erhiilt man 

0s~ (9,1%3) 0~v t~0 ~v ( 1 - - $ ) ~ - - -  $ o r  ~5, ~ +(2z+.%t =o .  (ne) 

Differential- hus dieser partiellen Differentialgleichung folgt die 

gleichung (lla) far die Entwicklungskoeffizienten P(~ + ~) (~) von (11 d). 

Zeitsehrif t  fiir Physik.  Bd. 74. 15 
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Die Eigenfunktionen yon (9g) lauten nun, wenn wit an die verschiedenen 
Transformationen erinnern, 

wobei 

p n p n p. {12a) 
--- ~ - - 2 m E - ~  2ge-"---V-"~ Po - - m  

h 

loo ist der ~esamtimpuls eines Elektrons in der ersten Bohrschen 
Kreisbahn, denn Qr 2g@/h ist ja gerade die Geschwindigkeit. Die 
Funktionen (12) sind his auf einen Normierungsfaktor die yon P o d o t s k y  
und P a u l i n g  a. a. O. angegebenen. 


