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8. Das Eigenschwingungsspektrum zweiatomiger
Molekitle in der Undulationsmechanik;
von E. Fues

§ 1. Der Ansats der Wellenmechanik

E. Schrodinger hat in drei Mitteilungen, die in diesen
Annalen erschienen sind, Grundziige zu einer neuen Undula-
tionsmechanik angegeben.!) Sie ist gedacht als eine &hnliche
Verfeinerung der Mechanik punktformiger Elektronen und Kerne,
wie die Wellenoptik eine Vertiefung der geometrischen Strahlen-
optik ist. Nun stdBt zwar die anschauliche Deutung derselben
einstweilen noch auf Schwierigkeiten, denn der Schwingungs-
vorgang, welcher der Bewegung von Massenpunkten in der
neuen Theorie zugeordnet wird, spielt sich nach der seitherigen
Formulierung in einem abstrakten ¢-Raum von soviel Dimen-
sionen ab, als nach dem alten Bild die Zahl der Freiheits-
grade des Massenpunktsystems betrigt. Aber er hat die wichtige
Eigenschaft, daB seine Partialschwingungen nicht mit jeder
beliebigen Schwingungsfrequenz erfolgen, sondern wie etwa die
Obertdne einer Saite nur ein diskretes oder in einem ge-
wissen Bereich kontinuierliches, jedenfalls aber bestimmtes
Spektrum von Eigenfrequenzen besitzen. Das konnte die Punkt-
mechanik nur durch Hinzufiigen fremdartiger und in ihrer grund-
legenden Bedeutung unverstindlicher ,Quantenbedingungen®
erzwingen. Dabei ergibt die neue Auffassung charakteristische
Abweichungen des Spektrums, die, wie es scheint, imstande
sind einige Widerspriiche der alten Theorie gegen die Er-
fahrung zu beseitigen.

Nach Schrddinger kann der Schwingungsvorgang durch
eine ,,Wellengleichung im g¢-Raum“ beschrieben werden, die
zur Hamiltonschen Funktion der Punktmechanik in naher

1) E. Schrédinger, Quantisierung als Eigenwertproblem. 1. u.
2. Mitteilung Ann. d. Phys. 9. 8. 361, 489. 1926. 3. Mitteilung Aan. d.
Phys. 80. S, 487, 1926, (Im folgenden mit I, II, III zitiert.)
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Beziehung steht. Es wird fiir eine schwingende GroBe ¥ das
Gesetz gefordert (vgl. II, Gleichung 18ff):

49 = 2E=Er)

B
oder, nach Abtrennung des zeitlich periodischen Anteils
i
(1) AU+ 2 (B — Bpo) ¥ =0

mit der ,Randbedingung®, daB ¥ im ganzen Konfigurationen-
raum endlich, eindeutig und stetig sei. 4 bezeichnet wie
iiblich den Laplaceschen Operator div grad, aber berechnet
— dies darf nicht iibersehen werden — in dem nichteuklidi-
schen ¢g-Raum dessen MaBbestimmung gegeben wird durch das

Linienelement
ds? = 2 By, (g g)di?

Hr. Schrodinger konnte ferner zeigen, daB sich mit diesen
Grundlagen die Heisenberg-Born-Jordansche Abwandlung
der Quantentheorie anschaulich pbysikalisch verstehen 1aSt1)
und daB die Bedeutung der Heisenbergschen Matrizenelemente
fiir die Intensitit der Spektrallinien ebenso wie die funda-
mentale Rolle der Bohrschen Frequenzbedingung vermutlich
ihre gemeinsame Wurzel haben in der nahen Beziehung einer
quadratischen Funktion von ¥ zur Elektrizititsdichte im
Maxwell-Lorentzschen Sinn.

Den Anwendungen der neuen Theorie, welche in den er-
wihnten Arbeiten gegeben sind, soll in der vorliegenden Note
eine weitere zugefligt werden. Die Bewegung zweiatomiger Mole-
kiile (einfaches Hantelmodell) soll in die Sprache der Wellen-
mechanik iibersetzt werden, einem Gedankengang folgend, den
Hr. Schrodinger in seiner zweiten Mitteilung umrissen hat.
Zur Bequemlichkeit des Lesers wiederholen wir zun#chst den
dort (§ 3, 4) gegebenen Ansatz:

Zwei Atome mit den Massen m; m, und den kartesischen
Koordinaten (z,y, z,) (x,¥,2,) seien durch Anziehungs- und
AbstoBungskrifte in upstarrer Weise an einen Gleichgewichts-
abstand r, gebunden. Hinreichend kleine harmonische Schwan-
kungen ihrer Entfernung erfolgen bei fehlender Rotation mit

1) E. Schrédinger, Ann. d. Phys. 79. S. 734, 1926.



Das Eigenschwingungsspektrum zweiatomiger Molekile usw. 369

der Eigenschwingungsfrequenz »,, wenn die potentielle Energie
der Bindungskrifte als folgende Entwicklung angesetzt wird

2) E,,ot=—D+(27wo)2—’2‘—(r—r0)”+...
Dabei bedeutet

my M,
my + My
die ,resultierende Masse“ und — .0 die potentielle Energie im
Gleichgewichtsabstand des rotationslosen Zustands (E,, muf
freilich noch auf den Wert O fiir » = 0o normiert werden,
damit D die ,Dissoziationsarbeit* sei),

Durch Einfithrung der Schwerpunktskoordinaten £ 7 ¢ mit

Hilfe der Gleichungen
(my + my)§ =mz +myz,
(my + my) g =my y; + myy,
(my + my)E =m 2, + myz,
und der relativen Koordinaten

=1z — 0,
(4) ¥y=%Hh—Y

2=ZI-—Z’

F/=

(3)

1aBt sich in bekannter Weise die Translationsenergie des Mole-
kills von Rotation und Schwingung separieren. Man erhilt

Buw = P27 @ 4 i+ )+ £@ 4+ 50+ 2
daraus die MaBbestimmung des g-Raums
() ds?=(m +m)d& +dn®+ di:+ u(dz? + dy* + dz?)
und nach (1) die Wellengleichung der Undulationsmechanik
1 i 0w o3
m1+m’(a§2 +67]’ + BC’)
1 (3*¥ 0w v 8n®
+ !T ( ER] + EPd + EP% ) + 'F’(E— EPOt(ESIZ)) ¥=0

Man erkennt, daB ¥ in zwei Faktoren zerfillt, die einzeln nur
von je einem Koordinatentripel abhingen

Y= fay g&nd
und fiir welche die Differentialgleichungen gelten

1 ] g 0%g 8n? . _
O o (E T aE tgE) By =0

my + my h?

(€)
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o3 2
® o (5 + 7o + 7o) T E = B Bpuiays) = 0

Hinzu kommen, wie erwihnt, die ,Randbedingungen®, da8 f
und ¢ im ganzen ¢-Raum endlich, eindeutig und stetig seien.

Die Diskussion des Anteils ¢ von ¥ hat Schrédinger
in IT § 3,4 und ausfithrlicher in seiner Arbeit zur Einstein-
schen Gastheorie!) gegeben, wir bemerken nur, daB E, der
Translationsenergie des Molekiils entspricht und beschrianken
uns im weiteren auf die Berechnung von f aus (8).

Nach Einfiithrung von Polarkoordinaten (r  ¢) an Stelle
der (zy2z) und Multiplikation mit pu entsteht die (leichung

:’ ar(rzgf) + :’ {sui& 660(81n0 f) +;i;11’—0236%:_}

+ 2R (B~ B — By f = 0

die eine abermalige Aufspaltung von f in drei Faktoren erlaubt,
die einzeln nur von je einer Koordinate abhiingen:

(9)

(10) =R, - Oy q’q,,) =R, Y(oq,)
Denn
1 [/} 1 02y
(1) snd z?&(sml9 )+sm’1‘) Ers +4r=0

ist die Differentialgleichung der Kugelflichenfunktionen2) und
ergibt fiir die Eigenwerte
Ad=n(n+1) n=0,1,2...
die Eigenfunktionen
Y (Op)=P,  (co8?)-(a,cosmep 4 b, sinmp) m=0,1..n

unter Pn,m(") eine zugeordnete Legendresche Funktion m-ter
Ordnung verstanden, nimlich

—m dm
— 2™
an - Vl T dom Pn(x)

Ersetzt man demgemiB die geschweifte Klammer in (9) durch
— n(n + 1)f, so entsteht die Differentialgleichung fiir R, in die
wir nach Multiplikation mit r,? gleich die unabhiingige Ver-
inderliche
r—r,

7o

(12) o= —:— und spater E=0-1=
. [
1) Phys. Ztschr. 27. S. 95. 1926.
2) Vgl. z. B. Courant-Hilbert, Methoden d. math. Physik I,
Kap. V § 9, 4. Berlin (Springer) 1924.
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einfiihren. (Damit sind wir von der Schrédingerschen Be-
zeichnung unwesentlich abgewichen, es geschieht zum be-
quemeren Vergleich mit den fritheren Arbeiten fiber denselben
Gegenstand. Eine Verwechslung von £ mit der Schwerpunkts-
abazisse ist nicht zu befiirchten) Mit der Abkiirzung J fir
das Tragheitsmoment pr,2 der Molekel im Ruhezustand er-
gibt sich

d [ JdR\ . [8n3J +1
(13) sde(é’zg—‘_;)'i—[?,z (B — E, — pot(e))—"("e )]R =0

welche Gleichung noch durch Einfiihrung einer nenen abhiingigen
Variabeln

(14) F,=0R,
Zu
(15) P + [’”;;" (E— B — Bporig) — 1(ne+ 1) ] e

vereinfacht werden kann. (#” deutet wie iiblich zweimalige
Ableitung nach der jeweils gerade beniitzten unabhi#ngigen
Variabeln an.)

Fir die weitere Rechnung kommt es nun darauf an, ob
man als erste N&herung von der Vorstellung eines rein harmo-
nischen Oszillators ausgehen will, oder nach dem Vorgang von
Kratzer!) das Potential der Bindungskrifte durch eine Cou-
lombsche Anziehung der (als Ionen gedachten) Atome und ein
AbstoBungsglied proportional 1/p? beschreiben will. Fraglos
kommt man dem wirklichen Kréifteverlauf im Sinne des alten
Bildes néher, wenn man mit Kratzer ansetzt:

(16) Bpor = B — (27;1:0;2.1{% - 2-‘9— +opf o+

Solche Erfahrungen der Punktmechanik bleiben bestehen vom
Standpunkt der Welientheorie, in diesen Ztigen kommt die
tiefgehende mathematische Verwandtschaft beider Fragestel-
lungen zum Ausdruck.

Doch ftihrt auch der Ansatz einer in erster Niherung rein
harmonischen Bindung

2 J ’ '
(17) Epot——D‘f'(nYO) {8+ +c/8+ ..}
1) A. Kratzer, Ztschr. f Phys. 3. 8. 289. 1920 oder A. Sommer-

feld, ,Atombzu und Spektrallinien®, 4. Aufl. Zusatz 15. Braunschweig
(Vieweg) 1924,
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zam Ziel. Die Rechnung wird sogar einfacher auf diesem
Weg. Ich werde weiter unten begriinden, warum mir trotz-
dem der andere iiberlegen erscheint.

Vergleicht man beide Ansitze, etwa durch Entwicklung
von (16) nach § woraus

By = B 4 E20 0 (14 g2 @c, 4 2)8°

—(2¢, — 3)& — ..}
80 ergeben sich die Bedeutungen
. (2n9):J
F == D 5% Y
(18) N
e = —2— 2¢ ¢ =43 —2¢...

E’ ist nach (16) im Fall verschwindender Zusatzglieder
(c; = ¢, = 0) gleich der potentiellen Energie des dissoziierten
Zustands, wir setzen es daher gleich Null und erhalten damit
die Dissoziationsarbeit

(18) /LA
2
Mit den Abkiirzungen
_ 8n?J(E — E: + D) 1 __411’1.]
) 4= w Finlany

und unter Benutzung von (16) bzw. (17) entstehen aus (15) die
beiden Differentialgleichungen:

-
(20) (-5 + 2o tale =D +ele— D)
nm+1)7] 5
— T F=0
¢ ]
bzw.
{4 l 14 7’ 1
@Y F 4 | A= L@ e/ 8o g+ 2P0

Zur Losung beider wird in den Paragraphen 2—4 ein
Niaherungsverfabren angegeben werden. KEs ist aber zweck-
mibig, sich von vornherein eine Ubersicht iiber die GroBen-
ordnung der in Betracht kommenden Glieder zu verschaffen.
Dabei kann man sich zunéchst von den aus der Punktmechanik
genommenen Bildern leiten lassen. Die so gewonnene Ab-
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schitzung bedarf aber natiirlich einer wellentheoretischen
Rechtfertigung.

Zunichst ist die dimensionslose GroBe » mit beobachteten
Werten 7, und / und dem Planckschen Wirkungsquantum /
von der Grdfenordnung 10—2 Sie hat aus diesem Grund
schon Kratzer als Eniwicklungsparameter gedient. (Er wie
auch Sommerfeld bezeichnen sie mit  und verstehen unter »
eine andere Konstante!) n tritt in der neuen Theorie an die
Stelle der Rotationsquantenzahl und bezeichnet daher die
Nummer der Bandenlinie innerhalb einer Teilbande. Beschrinkt
man die Betrachtung auf Zustiinde, bei denen (groBenordnungs-
maBig) nur das Gebiet der zehn ersten Bandenlinien angeregt
ist, 80 wird n{(n + 1) ~ 1/x und die von Schrodinger ein-
gefilhrte Grofle
(22) e=2x%nn+ 1)

wird selbst proportional ». Bestimmt man schlieBlich noch
die bei der Oszillatorvorstellung in Betracht kommenden maxi-
malen Ausschlige & aus der Vergleichung (vgl. Gl. 21)
nmtl) 1 g2
1+ 8% %3
weil das einer Gleichverteilung der Energie auf Rotation und
Schwingung entspricht, so ergibt sich
E~x also E=p—1~u"

Die wellentheoretische Rechnung kann sich freilich nicht auf
diesen Variabelnbereich beschrinken, sondern muB auch be-
liebig groBe §-Werte in Betracht ziehen. Da sich aber heraus-
stellen wird, daB die Amplituden der in Betracht kommenden
Eigenschwingungen nur in dem angegebenen Bereich merklich
von Null verschieden sind, so wird angenommen, daB die
Rechnung trotzdem zu richtigen Ergebnissen fithrt, wenn §
als ~ s betrachtet wird. Auf eine strenge mathematische
Sicherstellung soll hier nicht eingegangen werden, doch liegt
schon im iibereinstimmenden Krgebnis der beiden sehr ver-
schiedenen N#herungsverfahren, die wir einschlagen werden,
ein Beweis fiir die Zulissigkeit dieser Rechnungsfiihrung.

Sind vollends die Koeffizienten ¢;¢;/ in (20) und (21)
hochstens ~ 1, so wird man nach dem Gesagten die Glei-
chung (20) in folgender Weise ordnen:
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Pt (a2 (=5l - gh) - e D)

+eglo— 1) ¢, (0 — 1)‘...]F==0

und darin die Glieder mit ¢; und ¢, als ,Storungsglieder
erster und zweiter Ordnung ansehen. In (21) luBt sich die
GroBenordnung am besten in Evidenz setzen, indem man das
SchluBglied nach ¢ entwickelt, dann mit » durchmultipliziert
und die neue unabhiéngige Variable

n = x—’/t§

(23)

einfiihrt. Ks entsteht
F 4+ [(Ax — —:‘ - 1]"’) + x'e (+ 2%7) =+ cs'n’)
24 s
+ x(— 3—;1;2-—- 1:4'7)) -+ ] F=0

Von diesen beiden Differentialgleichungen wird im folgenden
ausgegangen.

§ 2. Das 8pektrum in erster Niherung bei der Kratserschen
Annahme iiber das Potential

Alg ,ungestortes Problem* entnehmen wir aus Glei-
chung (28) die Aufgabe, Eigenwerte und Eigenfunktionen der
Differentialgleichung

i " 1 2 146

(25) P +[(A_7)+?E___—x,e,]p=o
fur das Grundgebiet der reellen positiven ¢ zu finden. Rand-
bedingung ist die Forderung der Endlichkeit in den beiden
singularen Stellen ¢ = 0 und ¢ = 00, von denen die zweite
eine wesentliche Singularitat ist. Das Verfahren ist weitgehend
dasselbe, wie es Schridinger in I, § 1 zur Auflésung seiner
Gleichung (7) verwendet und ausfithrlich besprochen hat, ich
kann mich daher kurz fassen.

Die an der Stelle ¢ = 0 determinierende Fundamental-
gleichung wird im vorliegenden Fall

ale—1)— = (1+6=0
mit den Wurzeln

(26) §:=%i}\/"7+l+e =§i%1/1+e’
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Es war fir das Folgende bequem, fir die GroBe
(27) £ =¢ + 3;_2 —_ xﬂ(n + 1/!)2

noch eine neue Bezeichnung einzufiihren; wir bemerken, daB
auch ¢ wie ¢ von der GroBenordnung » wird, wenn man die
Zahl n auf die Ordnung 10 beschrinkt. Doch ist die Rechnung
zunichst unabhiingig von dieser Kinschrinkung.

Die zwei Potenzreihen, welche als Fundamentalldsungen
in der Umgebung der Stelle o = 0 auftreten, beginnen also
(das ist die Bedeutung der ,determinierenden Fundamental-
gleichung®) mit den Potenzen ¢% und ¢=. Wie man sieht,
erfilllt nur die erste, eine ganze transzendente Funktion, die
Forderung der Endlichkeit in p = 0, sie stellt bereits die
gesuchte Losung dar. Um sie in geschlossener Form zu
erhalten, transformieren wir (25) mit
(28) F=pu6
auf die Laplacesche Gleichung

o { G"+%‘*G'+[1+7_}G=o

, 1
(¢=4~%)
Unsere ganze transzendente Liosung # geht dabei in eine eben-
solche Funktion @ iiber, die im Nullpunkt entwickelt, mit einem
konstanten Glied beginnt. Die Losungen von Gleichung (29)
lassen sich als komplexe Integrale darstellen. Wie man z. B. in
dem Lehrbuch von Schlesingerl) nachlesen kann, geniigt

(30) G(el = [e*e(z — e~z — ¢, s 1dz
L

der Gleichung (29), wenn der Integrationsweg L so gewihlt
wird, daB

(31) ooz — o (2 — o) ]dz =0
L
Dabei bedeuten
Cy _ ?'T
a=xy-4
(32) 1, 15—
yi=al+ x2 ¢, =_2—+;V1+ ¢+ *% e

1) L. Schlesinger, Einf. in d. Theorie der gew. Differential-
gleichungen 3. Aufl. Berlin (YWY) 1922; vor allem die Nummern 67/68.
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und wir bemerken, daB der Realteil von y, immer positiv
ist. Ks lassen sich stets zwei wesentlich verschiedene Inte-
grationswege fir das Integral in (30) angeben, jeder andere
erweist sich nach unwesentlichen Deformationen als linear aus
ihnen zusammensetzbar. Demgem&f liefert (30) gerade zwe:
linear unabhingige Liosungen, wie es sein muB. Wir wihlen
als Integrationsweg I, (i =1, 2):

1. Einenx aus dem Unendlichen kommenden, die Stelle
z = ¢; umkreisenden und ins Unendliche zurlickfithrenden
Weg, wenn das zugehorige y;, unganzzahlig ist. Dabei ist zu
beachten, da man sich in solcher Richtung ins Unendliche
bewegt, daB e?e fiir realpositives o gegen Null konvergiert, wo-
durch von selbst der Bedingung (31) geniigt wird.

Die asymptotische Reihenentwicklung einer solchen Lisung
fir lim ¢ — oo beginnt mit dem Glied

(88) G, = const ee o~ % 4 ...

2. Einen in gleicher Richtung aus dem Upendlichen
kommenden, in z = ¢, endigenden Weg, wenn y, positiv ganz-
zahlig ist. Auch in diesem Falle gilt die asymptotische Dar-
stellung (83), nur mit anderem Wert der Konstanten.

3. Eine einfache Umkreisung des Punktes z = ¢,, wenn
73 =0 oder = — 1 (d. h. negativ ganzzahlig) ist. y, ist, wie
wir gesehen haben, alsdann sicher reell und positiv. ¢, reduziert
sich auf das Residuum des Integranden von (30) in z = c,,
welches, von einem konstanten Faktor abgesehen, den Wert hat

V=7 - ,® -
B4  G=e VT ot L, @V~ A70)
(Die Quadratwurzel selbst ist mit positivem Vorzeichen gedacht.)
L® (2) ist eine Abkiirzung fiir das Polynom

k41
[1
) IThe+l+1 _afk+D 2P
@) B0 = S S (T )i
wobei noch
2 T T
(36) 71—1—l=2a1—1=7]/1+a=k

gesetzt ist. Die Bezeichnung der Polynome wurde so gewahit,
weil L,(":)_l(x) fur ganzzahliges k nichts anderes ist als die k-te Ab-
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leitung des (k + l)-ten Laguerreschen Polynoms.') In der Tat
hitten wir, wie spiter noch deutlich werden wird, bei ganz-
zahligem Wert von % (bzw. von «,) uns die ganze Rechnung
unter Berufung auf die Differentialgleichung der Liaguerre-
schen Polynome wesentlich erleichtern konnen. Weil k aber
nach (36) und (26) eine im allgemeinen unganzzahlige Konstante
des Molekiils ist, so sind wir auf eine analytische Fortselzung
der Laguerreschen Funktionen gefithrt worden, welche die Reihe
threr ganzzahligen Ableitungen sinngemif interpoliert.

Wenn man die neuen Funktionen, wie oben angedeutet,
aus dem Residuum des Integranden von (30) in z = ¢, berechnet

und dabei die Grofe % =t setzt, 8o findet man leicht

) 1
eine ,erzeugende Funktion der Polynome L. Es ergibt sich die
Formel, die spiter noch von groBem Nutzen sein wird:

& (— ik -
(37) jE’Uclhz“) LEFT P @)ee = emot(1 4 gp +
u=90

Links stehen die einzelnen Polynome L aufgereiht, allerdings
noch mit dem Faktor —1—(,%:;_—5 versehen, den wir aus diesem
Grund in Formel (34) haben stehen lassen. Die angegebene
erzeugende Funktion ist von etwas anderer Art als man es
gewohnt ist. Die Funktion rechts hat nur dann einen Sinn,
wenn bei ihrer Potenzentwicklung der Wert (% 4 ) festgehalten
wird. Es erscheinen daher links nicht wie gewdhnlich die
Polynome mit festem oberen Index, sondern die mit festem
unteren Index aufgereiht. Das erlaubt z. B. keinen direkten
Vergleich von (37) mit der in dem Lehrbuch von Courant-
Hilbert angegebenen erzeugenden Funktion.

Nach dieser mathematischen Exkursion kehren wir zur
Auflosung der Differentialgleichung (29) zurtick. Man kann
jetzt leicht entscheiden, welche Werte von 4’ ,Eigenwerte®
des Problems sind, d. h. fir welche 4’ die ganze Transzen-
dente @, die wir als Losung erkannt haben, auch flir positiv
unendliche Werte von ¢ endlich bleibt.

1) Vgl. z. B. Courant-Hilbert, Kap, 2. §10. 5. 1. Aufl. Berlin
(Springer) 1924.
Annalen der Physik, IV, Folge. 80, 25
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Zuniichst werden fir beliebige positive Werte von A’ die ¢,
rein imagindr und der Realteil beider y; nach (32) positiv.
Formel (33) zeigt, daB sowohl @, als @, in diesem Fall end-
lich bleiben, also auch die irgendwie linear aus ihnen zusammen-
gesetzte Losung G. Wir erhalten somit das ,Streckenspektrum®

O<d <<
oder, nach (18) (19) und (29)
(38) E>E,

In Worten bedeutet das: Alle digjenigen Energicwerte des
Systems, welche die reine Translationsenergie ibersteigen, und bei
welchen nach der alten Vorstellung das Molekil in seine Bestand-
teile dissoxiert und daher nicht gequantelt ist, sind als Eigen-
werte zugelassen.

Fiir negative A" werden die c; beide reell, ¢, > 0 und @,
unter allen Umstinden unendlich fir o —> co. Es sind also
nur solche Werte von 4’ zulissig, fir welche G, allein schon
die ganze Transzendente @ darstellt. Man kann nun leicht
zeigen, daB dies fiir unganzzahliges oder positiv ganzzahliges 7,
nicht zutrifft, denn man erhdlt G in diesen Fillen aus (30)
wenn man fiir L eine ,Doppelschleife’* um ¢, und ¢, wihlt,
oder (falls , ganzzahlig ist) eine von ¢, ausgehende, ¢, um-
kreisende und nach ¢; zuriickfiihrende einfache Schleife, oder
(wenn y, und y, ganzzahlig sind) einfach die Verbindungs-
strecke ¢, c,. Alle diese Wege lassen sich aber durch un-
wesentliche Deformationen mit einem aus L, und L, zusammen-
gesetzten Weg zur Deckung bringen. @ ist daher in all diesen
Fillen ein lineares Aggregat von @, und G,.

Es bleiben allein noch diejenigen diskreten negativen Werte
von A, fur welche y, = — 1 (1=0,1,2..))

In diesem Fall stellt tatsichlich ¢, nach Formel (34)
allein die ganze transzendente Liosung dar, die fiir realpositives
unendliches ¢ verschwindet.

Aus y, = — [ folgt aber nach (32)

, 1 — -2 T
(39) -A=7,-V1+e+x(z+1/,)] —_-—:T[]/l—{-e-}-é‘]
Formel (39) stellt das Spektrum diskreter Eigenwerte unseres

Problems dar, diese haben eine Hiufungsstelle bei A’ = 0. Fithrt
man nunmehr die frither besprochene Beschrinkung von ¢

-2
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auf die GréBenordnung x» ein und verlangt gleichzeitig, daB 1
nur bis zu wenigen Einheiten ansteigen soll (was gleich nachher
begrilndet werden wird), so ist

(40) §=x{l+Yy)

wie ¢ von der Ordnung x». 4’ liBt sich dann aus (39) wie
folgt entwickeln

(41 A4 p=4="1@5+¢+..)

x

Daraus ergeben sich nach (19) folgende diskrete Energie-
(vorsichtiger Frequenz-)Werte:

(42) E=E —D+hv(+7)+ -8_:"—.7("'*’1/2)2"'

Ls entstehen also die ersten Glieder der bekannten Banden-
formel. (14 1/,) spielt dabei die Rolle der Oszillationsquanten-
zahl, was nachtriiglich ihre Einschrinkung auf die GroBen-
ordnung 1 rechtfertigt.

Als Ergebnis der neuen Theorie findet man erstens das Auf-
treten eines kontinuierlichen Spektrums, zweitens die Halbzahlig-
keit sowohl der ,Oszillations-* als der , Rotationsquantenzahl® in
den Frequenzen des diskreten Spehtrums. Nach freundlicher
brieflicher Mitteilung von Hrn. Prof. Kratzer wird beides
von der KErfahrung bestiitigt. Zur Entscheidung iiber die
Halbzahligkeit des Oszillationsquantums ist bis jetzt nur ein
Fall geeignet, niimlich der von Mulliken!) untersuchte Iso-
topeneffekt an B O. Er spricht fir die Halbzahligkeit des-
selben.?)  Andrerseits wird bekanntlich die Halbzahligheit des
Rotationsquantums von vielen Bandenspektren gefordert. Diese
Aussage laBt sich dahin erweitern, daB von den einfachen
Banden ohne Nullzweig (um solche handelt es sich hier) jeden-
falls alle mit halbzahligen Rotationsquanten vertriglich sind.

§ 8. Btorungsrechnung

In III Teil 1 bespricht E. Schrédinger eine Methode,
die es erlaubt, den EinfluB kleiner Korrektionsglieder in der
Wellengleichung auf Eigenwerte und Eigenfunktionen approxi-

1) Phys. Rev. 25. 8. 259. 1925,

2) Desgleichen scheint nach der Vorankfindigung von W.W.Watson,
in der Nature 117, S, 692. 1926 der Isotopeneffekt an Magnesiumhydrid
fir sie zu sprechen.

25*
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mativ zu bestimmen. Ks lassen sich auch hier Parallelen
ziehen zur Stérungsrechnung der Punktmechanik, inshesondere
entspricht der Entartung bei mehreren Freiheitsgraden das
Auftreten mehrfacher Eigenwerte in einer partiellen Differential-
gleichung, Diese Komplikation begegnet uns nicht, wenn wir
daran gehen, die Differentialgleichung (28) durch schrittweise
Beriicksichtigung der Glieder mit ¢; und ¢, zu integrieren.
Dagegen wird es notwendig sein, das Niherungsverfahren einen
Schritt weiter fortzusetzen und auBerdem eine Besonderheit
der Storungsglieder zu berlicksichtigen, die bei unserem Problem
auftritt. Wir leiten zuniichst einige allgemeine Formeln ab.

Es sei
(43) Lyl + A My +22Nyy+...+ Dy BE-y=0
eine durch Multiplikation mit der Dichtefunktion 2, (sie wird
sonst allgemein mit g, bezeichnet) auf selbstadjungierte Form

Liy]=(Puy) + Qu-¥

gebrachte, Sturm-Liouvillesche Differentialgleichung. Die
nach der kleinen Grdfle A entwickelten Glieder spielen in ihr
die Rolle von Korrektionen. Am Rand des Grundgebiets
seien homogene Randbedingungen vorgeschrieben, so daB sich
daraus die Orthogonalititsbeziehungen der Eigenfunktionen
ableiten lassen.

Es seien ferner %, die Eigenwerte und u(z) die (schon
normierten) Eigenfunktionen des ,ungestrten” Problems
(44) Lyl + Dy By =0
im selben Grundgebiet und mit den gleichen Randbedingungen.
Fir sie sind die Gleichungen erfiillt
0 filr 74 %
1, i=*h
(Integrale ohne Grenzangabe beziehen sich hier auf das ganze
Grundgebiet.) Nimmt man an, daB die Eigenwerte E* und
die Eigenfunktionen u*(z) der vollstindigen Gleichung(43) wegen
ihrer Stetigkeitseigenschaften durch Potenzentwicklungen aus
denen von (44) hervorgehen:

EX=E+AE +22E'+ ...
uX(2) = u,(z) + Av,(2) + A2a,(2) + ...

8o erhélt man fiir die zundchst unbestimmten Konstanten £/ £/

fDuI. udzr =
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und Funktionen v,(z)w,(z) Rekursionsformeln, wenn man die
obenstehenden Reihon in (43) einsetzt und neu nach i ent-
wickelt. Gleichung (43) nimmt die Gestalt an:

{L[u]+ D Byu}
[-{-l {L(v] + DEv,+ Mu,+ DEu}
(48) l+12{L[wi]+DEiw‘+Mvi+DE'i’vi+JVui+DEi”11‘}
+...=0

Nach einem oft beniitzten SchluBverfahren darf man hieraus
auf das Verschwinden der einzelnen Klammern schlieSen.
(Obrigens ist es gut, sich daran zu erinnern, daB dabei
eine gewisse Willkir bleibt, denn logisch folgt nur das Ver-
schwinden der Klammerausdriicke bis auf GroBen nichst
kleinerer Ordnung. Von dieser Freiheit wird bekanntlich in
der Storungstheorie der Punktmechanik Gebrauch gemacht.)

Ehe wir aber die Rekursionsformeln aufstellen, erweitern
wir die Voraussetzungen der Rechnung noch um einen Schritt.
Wir nehmen an, daB der Eigenwertparameter Z auch in den
Funktionen M und N explizit auftritt. Es ist ja nur der ein-
fachste, wenn auch gewohnte, Fall, daB F lediglich Koeffizient
eines (liedes der Differentialgleichung ist. Von vornherein
steht nichts im Weg, diesen Parameter, ja noch andere ver-
figbare Konstanten in beliebiger Verbindung mit der Differential-
gleichung anzunehmen und zu fragen, welche Werte sie haben
miissen, damit eine mit den Randbedingungen vereinbare
Losung sich ergibt. Beim Molekiilproblem wird es sich, nach
einer spiter vorzunehmenden Transformation, nicht vermeiden
lassen, daB der Eigenwertparameter in die Storungsglieder
eindringt. Sei also M = M, , und ebenso N = N, dann
sind nach Einsetzen der Reihen fiir E* auch diese Funktionen
noch zu entwickeln, z. B.

oM

M 'n[(Eiz)’*'l "E +

g% steht in leicht verstdndlicher Weise fur (E 7).
|

Fir das Glied mit }.2 m (43") folgt aus dieser Erwexterung

lediglich ein Zusatz -—- 6 7 E’ u, in der Klammer.
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Es ergeben sich jetzt aus (43’) zunéichst die Gleichungen
45), L[w)+ DEu =0

(45)1 _L[U‘] + DEU = - (.M(E, ) + _D E’)u.
45), L{w]+ DEw,=— (N(&,) + 32{ B +1)E”)
—(M-&z)—*-'DEI) i

Davon driickt die erste nur unsere Voraussetzung aus,
daB Z,u, Eigenwert und Eigenfunktion der ungestérten homo-
genen Differentialgleichung (44) sind. Alle nichstfolgenden
sind inhomogene Gleichungen, deren linke Seiten mit derjenigen
von (44) ttbereinstimmen und in denen der Parameter E den
iten Bigenwert der homogenen Gleichung angenommen hat.
Es ist bekannt, daB unter diesen Umstinden nur dann iiber-
haupt Losungen der inhomogenen Gleichung existieren, wenn
die durch D,, geteilte rechte Seite auf der zu E, gehorigen Eigen-
funktion w, orthogonal ist. Physikalisch gesprochen: Die Ver-
teilung der mit einer Eigenfrequenz erregenden Kraft muB so
sein, daB sie insgesamt keine Arbeit leistet, wenn eine Re-
sonanzkatastrophe vermieden werden soll. In der rechten
Seite der Gleichung (45), (und jeder folgenden) ist aber gerade
noch ein Faktor E; (bzw. B usf) verfiighar, durch dessen
Wahl die Orthogonalitiit auf «; sichergestellt werden kann.

Wir bestimmen also E; zunidichst so, daB

[(Mzn+ DEByuPda =fMui2dx +E1=0
woraus

(46) B =~ [Mupdz

Fir diese Wakhl von E gibt es eine Losung v, der in-
homogenen Gleichung (45),. Sie laBt sich als Reihe nach den
Eigenfunktionen der homogenen Gleichung ansetzen

[+.¢]
0

v = DV
k=1

Entwickelt man gleichzeitig die durch 1 geteilte rechte
Seite von (4B), nach den u,

(47) - (‘:}g‘ + E.-,) u'. EZ c”‘uk mit {(}'.k = fﬂlu‘. ‘llkdz

=0
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so folgt durch Einsetzen beider Reihen in (45), und Vergleich
entsprechender Glieder mit Berticksichtigung, daB
. L[“,] -+ DEkuk =0
die ,,Resonanzformel«
= Cir

(48) o= g E,
7:; geht daraus in der unbestimmten Form °/, hervor, in der
Tat ist es noch frei wihlbar, weil die erregende Kraft auf
die zu ihr orthogonale Eigenschwingung u; ohne jeden KinfluB
ist. Man wihit es zweckmiBig so, daB auch

v = u 4 Ay
normiert ist, daB also

fD(u‘+ Avydz =1 woraus y,=0+1..

Dieses Verfahren — zuerst Bestimmung der Zigenwert-
korrektur, so daB die rechte Seite der inhomogenen Gleichung
die Orthogonalitiitsforderung erfiillt; dann Entwicklung der
Zusatzldsung zur Eigenfunktion und der durch D dividierten
rechten Seite nach den u, und Ableiten der ,Resonanzformel* —
wiederholt sich nun auf jeder Stufe der Naherung. Fiir unsere
Zwecke leiten wir nur noch die zweite Korrektur des Eigen-
werts ab, indem wir verlangen:

f(zv+ B +DE”) Jdz+ [+ DE)uvdz=0
Nach Einsetzen der Reihe fiir v, ergibt das den Wert

E/ =—fNu‘.’d.2: + Zc“‘yik— E'.’f%uizdz

Nach dieser allgemeinen Betrachtung wenden wir uns aufs
Neue dem Molekiilproblem zu.

Soweit es bis jetzt entwickelt ist, hiitte man die Differential-
gleichung (23) mit (43) und (25) bzw. (29) mit (44) zu identi-
fizieren, und dann mach (46) bis (49) die Verstimmung des
Kigenwerts 4’ zn berechnen. Doch ist zu bedenken, daB dis
oben dargestellte Storungsrechnung zunichst nur auf Probleme
ohne Streckenspektrum Bezug hat. Wollte man ein solches
beriicksichtigen, so wiiren -die beniitzten Reihenentwicklungen
nach den %, noch durch Integrale tiber die Eigenfunktionen
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des kontinuierlichen Spektrums zu erweitern und die SchiuB-
formeln dementsprechend abzuéindern. Dieser Umstindlichkeit
entgeht man auf die jetat zu beschreibende Weise, es wird
dadurch auch, was praktisch sehr wichtig ist, eine bequeme
Ausréchnung der in (46) bis (49) vorkommenden Integrale er-
moglicht.

Man fithre in das Problem zuerst die neue unabhingige
Variable
(50) c=2)—4p
ein (unter der Wurzel sei der positive Wert derselben ver-
standen). Die Besonderheit dieser Transformation besteht
darin, daB sie den Eigenwert 4 enthilt und def sie deshalb
das Grundgebiet der alten Variabeln 0 < 9o < + 00 in zwei
verschiedene Grundgebiete von o projiziert, fir negative A’ (Be-
reich des diskreten Spektrums) in das reelle Grundgebiet
0 < 6 <+ oo, fir positive A’ (kontinuierlicher Figenwertbereich)
in das imaginire Grundgebiet 0 < ¢ < 0}~ 1. Fragt man
also nach den Losungen der nach Division mit — 4 4’ infolge
der Transformation (50) aus (29) hervorgehenden Gleichung

" ay 1

(61) ¢ 4 2o G+[———+ =7 AU]G 0
die im Grundgebiet der positiven reellen Halbachse mit Ein-
schluB der Rander endlich bleiben, so ergeben sich nur die
dem diskreten Eigenwertspektrum von (29) entsprechenden
Losungen. Es ist also eine Abtrennung des hontinuierlichen
Spektrums erfolgt und die Formeln (46) bis (49) der Stirungs-
rechnung sind anwendbar,

Die Eigenwerte B, = — _T der (leichung (51) haben

nach (89) und (36) die positiven Werte
52 Bi=Em =y (TF ) = () +5
sie haben heine im FEndlichen gelegene Hiufungsstelle mehr,
sondern laufen ins Unendliche.

Die zugehdrigen Eigenfunktionen gehen aus (34) hervor
und lauten (unter Weglassung des nunmehr fiberfliissigen Index 2,

an dessen Stelle wir die Zugehorigkeit zum lten Eigenwert
vermerken)
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-y (=W
(53) G (o) =ae ? '1’(_k(+_l+_ﬁ ]1}"‘)4. (o)

(a, ist ein spiiter zu bestimmender Normierungsfaktor).

Man bemerke aber, daB die HKigenfunktion G,(s) nicht
durch eine einheitliche Transformation aus den G,(g) gewonnen
gind, sondern die das Verhiltnis /¢ bestimmende GriBe 4
hat bei jeder einzelnen solchen Transformation einen anderen
Wert 4,. Eine einheitliche Transformation mit festem Wert 4’
wire nicht imstande, die Eigenfunktionen der einen Differential-
gleichung in die der andern iiberzufithren! Man kanm deshalb
auch eine nach den Eigenfunktionen von (50) entwickelte
willkiirliche Funktion

flo) = >¢, Gy (o)
nicht in eine Entwidklung nach den G(p), ohne Benutzung des
Streckenspektrums von (25) riicktransformieren.
Nach dem, was frither (S. 377) iiber die Polynome LY, ,

gesagt wurde, kann es nicht wundernehmen, dal die Differential-
gleichung fiir die abgeleiteten Laguerreschen Polynome

1y
yn+k+1y:+[__%_+E_+/}_~_i]y=0

x z

mit den Eigenwerten £ =*%k+1 (=0, 1, 2,.. ) und den
aus kfach abgeleiteten Laguerrepolynomen gebildeten Eigen-
funktionen

u = e TLY.,
immer dann mit (51) identisch ist, wenn dort 2¢, und damit
h ganzzahlige Werte haben.

Durch Multiplikation mit g2« = g%+ 1 geht (51) iiber in
die selbstadjungierte Form
k41 1

3 1 AY4 _(T
(o* +16) +[ yund s VT

in welcher die ,Dichtefunktion® D (o) = ¢* erkennbar wird.
Es sind also die Funktionen ¢*:- ¢,(s) sémtlich zueinander
orthogonal, sie bdilden auch ein vollstindiges Orthogonalsystem.

Das kann man folgendermaBen einsehen: Jede Losung der
Differentialgleichung (51), die zu einem positiven Eigenwert B

-a"]G:O
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gehort, ist unter den G,(0) der Formel (58) notwendig ent-
halten. Denn gibe es eine weitere, etwa G mit dem zu-
gehorigen Eigenwert B (> 0), so wiirde daraus nach (52) ein
noch unbekannter negativer Eigenwert 4’ der Differential-
gleichung (29) folgen, was nach den Ausfihrungen des § 2 aus-
geschlossen ist. Ebenso wiirde ein negativer Eigenwert B von
(51) nur zu einem der schon bekannten negativen Werte 4’
fihren konnen. LiBt man aber einen Augenblick diese Mog-
lichkeit zu, so nimmt man damit an, die Transformation (50)
fiihre auch bei negativem Wurzelwert auf Losungen G, die
mit Gleichung (51) und mit den Randbedingungen der Endlich-
keit in ¢ =0 und o =-+4 oo vereinbar wiren. Nuon kennt
man aber die Losungen @ von (51), zu denen sie fihrt. Es
sind die Funktionen @, der Formel (63), fiir das Argument
(— o) geschrieben. Aus (53) erkennt man leicht, daB sie der
Randbedingung fiir ¢ = 4+ oo nicht geniigen. Wir haben also
durch die Beachriinkung der 'I'ransformation (50) auf den
positiven Wurzelwert simtlicke Liosungen erhalten, die mit (51)
und den Randbedingungen vertriglich sind. Diese bilden nach
mathematischen Satzen ein volistindiges System.
Zur Normierung der G,(c) hat man die Integrale

QDD G o)do = 2 F k —a[(_ l)kl‘g‘l-zjl’d
| D{o) G (o IR IR 7 wre ] B

0 0

auszurechnen und gleich 1 zu setzen. Es ergibt sich (vgl
§ 5 Gleichung 71) .
53" a4 =——
o COVE) Do

Wir unterwerfen nunmehr die Stdrungsglieder von (23)
der Transformation (50) und erhalten unter Berticksichtigung
von (52) nach Multiplikation mit D(s) zur Herstellung der
selbstadjungierten Form und mit der Bezeichnung von (43)

M(o) = "‘B‘P;:(pi 1) (—:;’B_.)»Gup

5
Noy=—cB > (0 ) (752) """
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und

4
aM 8 —x¥B\r k+p
Fr=a 2 (1) (55
p =
Bezeichnet man wie in den aligemeinen Formeln der
Stérungsrechnung die Korrekturen der Eigenwerte durch Striche
und schreibt man abgekiirzt das Integral

(54) ~ [ortr66do =T
0
so wird nach (46) bis (49)

- s
Bz’=—fMGzzd6=—csB‘2(Pi1)(—’;’BX)PJ‘&
0 Pt :
. 4
8 =« B
cjz=—fMGszd”=—CSB‘2(P—1)( ’; )J

(55) B"=—-fNG2clo—-B’ c}}_u_gzdo._*_]géj
—C‘Bz(p—l)(—x Bz) Ji
—an 3(, 2 ) (=5 s 3,

In diese Summen sind die im Anhang (§ 5, 72) aus-

gerechneten Integralwerte J7; einzusetzen, dann ergibt die etwas
weitliufige, aber uninteressante Ausrechnung der Summen
zunéichst

(66) Bl'=—c3Bz[3e'6+—1;6’+%x2]

Das ist eine Korrektur von der nichst kleineren GriBen-
ordnung x? B, als zu erwarten war. (Der Grund dafir wird
in § 4 deutlich werden) Diese Tatsache macht es notig, das
nichste Storungsglied immer mit zu beriicksichtigen. Man
findet

” 1
67) B/ = — B[ {8+ 1o #| — ¢, B, [.g_au%xz]

Insgesamt ergibt sich die Stérung des I/-ten Eigenwerts, wenn
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man die Glieder nichst kleinerer Ordnung folgerichtig ver-
nachlassigt, aus (68), (57) und (52) zu
1 ’ 15 15 3
A‘Bl=7[_30363—(TCS+_4—-(‘32+?64)62
1

7 3
—_ (F T cg? + 3 c‘) x’J
Mit
1 1, L,

Bl= —x‘[1+~2—8 +6—Fezl
zusammen ergibt das nach (52) den neuen Eigenwert
(Al)* + _x_l‘_ — At

- [25 4 — &P —3(1+2c)ed
— (84 156, + 2 o' + 3¢,) #°
d 1
— (Tc3 + Fc,’-}-%c‘)xz]
woraus schlieBlich noch die Frequenzen folgen

PR Do BRI (L T2 )
+hv, (1 + 1/:) [1 — _z""(l +2ca)("+1/2)2]

F g+ P — 2+ )

— ey 4+ 1) (3 +16c, + 2 e 4 8c‘)

Das ist genau die alte Formel von A. Kratzer fir die
Bandenspektren zweiatomiger Molekille in allen Finzelkeiten, nur
sind die ganzen Quantenzahlen bei ihm hier durch halbzahlige
ersetzt. Sie gilt im selben Bereich wie jene, nimlich fur nicht
zu grofe ,Quantenzahlen® (oder wie man vom jetzigen Stand-
punkt aus vielleicht richtiger sagen wtiirde, ,Schwingungs-
nummern“) und genieft wie sie in diesem Bereich eine vielfache
Erfahrungsbestitigung.

§ 4. Das Molekiil als gestdrter harmonischer Ossillator.

Es soll nun gezeigt werden, daB das im letzten Para-
graphen erhaltcne Resultat unabhiingig von der Art der Nihe-
rung ist und sich auch auf ganz anderem Wege einstellt. Zu
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diesem Zweck gehen wir aus von Gleichung (24) bzw. dem zu-
gehdrigen ,ungestdrten Problem:
(80) F"+[(Ax_i)_n2]p=o

%

Wie Schrédinger schon besprochen hat (II, § 3, 1 und 4)
ist das die Differentialgleichung der Hermiteschen Ortho-
gonalfunktionen?!) mit den diskreten Eigenwerten

? 2
(61) C=dx—2=1421==>0
und den Eigenfunktionen
-
62  F=be T H@ 0 -

Y Yeuya
unter 1/,(7) das I-te Hermitesche Polynom verstanden mit
der erzeugenden Funktion
(63) By oo
Ein Streckenspektrum tritt nicht auf.

Aus (81) lesen wir die ungestdrten diskreten Kigen-
werte ab

]A=%(2b‘+s)

e i 0o
| 2= B, + B, + ko, (z+ 2) + g+ )
Ein Vergleich mit (41), (42) zeigt nahezu vollige Ubereinstim-
mung, nor mit dem Unterschied, daB hier
nf+ 1) =@+, =,

an die Stelle von (r -+ !/;)? dort getreten ist. Der Unterschied
bedeutet lediglich eine geringe Verschiebung des absoluten
Energiewerts, die von den Korrektionen nichster Ordnung
ritckglingig gemacht wird.

Zur Berechnung des Einflusses der Storungsglieder (vgl. 24)

]lﬁq) = x'h (2% n—c, 1]8>
(65) \
My = (8248 = oin)

1) Vgl. Courant-Hilbert, Kap.5 § 9.
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nach (46) bis (49) sind wieder die Integrale

+ @
66) I = [vrFFdy=03, fnn " H Hdy

-

zu bilden. Sie sind im Anbang (§ 5, 73) ausgerechnet, der
dort angegebene Wert reduziert sich aber auf 0, wenn entweder
p—j+1<0, oder p—j+ 1 zwar >0 aber ungerade ist
Hier tritt der Grund deutlich hervor, warum die Stérungs-
rechnung keine Verstimmung erster Ordnung der Eigenwerte
ergibt, so daB die Naherung noch einen Schritt weiter verfolgt
werden muB. Nach (46) wird nimlich die zum Kigenwert C,
gehorige Korrektur erster Ordnung

(87) ¢ =~ [MFrdy

Das filhrt mit (65) auf Integrale J mit ungeradem p, die (als

symmetrisch erstreckte Integrale iiber eine ungerade Funktion)
verschwinden. Dagegen berechnet sich aus den

e =~ [MFFdy

" = _fzvﬁ?dn+22(fjfﬁ

die Gesamtkorrektur der Eigenwerte
AC,=~:—[—£2+3(1+C3)6¢)‘+( '2+—c )
(- e i)

Mit C, = 1 [2 + ¢] zusammen fubrt das nach (61) und (18) zu
den gestiorten Gréfien

(68) und aus

A*=%l25+6—82—3(1+263)65
(69) (3+15c + 22 +3c4)

(et gart o)

oder zu den Frequenzen:
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2 2J 8
E=§— D &m0 (43+ 4.%)

+ ko, (1+ 3 [1— 320 4 2e)nfm + 1)]

+8,,,J(n+ Yt — i nle o P

15
— e () (3 + 166, + 5 e? + 8¢,)

Ein Vergleich mit (59) zeigt nahezu vollige Ubereinstimmung
der Eigenwerte. Nur die mit »* behafteten Korrektionen
enthalten hier n(n 4 1) [bzw. & in Formel (69)] dort (r 4 1/;)?
=a(n+ 1)+, [bzw. ¢ in (58)]. Dagegen hat sich dieser
Unterschied im Hauptglied, durch das Auftreten von x%/4 in
KFormel (69), welches sich mit ¢ zu ¢ vereinigt, bereits aus-
geglichen. Das 1aBt darauf schlieBen, daB auch die noch be-
stehende Differenz durch die Niherungsglieder nichster Ord-
nung, auf welche wir durchgingig verzichtet haben, zaum Aus-
gleich kime. In der Tat konnte man Formel (69) durch Zu-

fiigen der Betrige = 5 % und B+ 603) " in der eckigen Klammer

in (58) uberfuhren. Man findet also vollige Ubereinstimmung
beider Rechnungen auf der erreichten Stufe der Annikerung.
Doch gilt das nur fiir die diskreten Eigenwerte. Ein konti-
nuierliches Spektrum kommt in der zweiten Rechnung nicht
vor, entsprechend der Tatsache, daf in der Punktmechanik
bei der Oszillatorvorstellung fiir das Vorbeifliegen der Atome
im dissozierten Zustand kein Platz ist. Dieser Unterschied
mufl aber bei der veriinderten Betrachtungsweise noch viel
mehr als ein wesentlicher angesehen werden, und das ist der
Grund, warum man von einer Uberlegenheit des Kratzer-
schen Ansatzes sprechen muB, obwohl sich die Rechnung mit
ihm komplizierter gestaltet.?)

1) Withrend der Drucklegung dieser Note ist eine Arbeit von
[.. Mensing (Ztschr. f. Phys. 86. S.814. 1926) erschienen, welche mit Be-
nutzung der Matrizenmechanik eine iihnliche Rechnung durchfiihrt, wie
die in unserem § 4. Sie kommt zu einer gleichgebauten Energieformel,
beriicksichtigt aber nicht den EinfluB des Stérungsgliedes zweiter Ordnung,
der von gleicher GriBe ist wie derjenige des ersten. Auch liBt sie nieht
erkennen, daf sich mit wachsender Niherung die Umwandlung von
n{n + 1) in (2 + /;)? exakt herstellt,
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Zum SchluB sei noch eine Abschiitzung gerechtfertigt, die
am Ende von § 1 vorgenommen wurde und die Grundlage zu
der gemeinsamen Konvergenz der beiden Rechnungen lieferte.
Es wurde dort gesagt, daB die Amplituden des Schwingungs-
vorgangs fiir die in Betracht kommenden Eigenschwingungen,
das ist fiir kleine Werte 7, nur im Bereich £ ~ »": oder 5~ 1
merklich seien. Tatsiichlich ergibt Formel (69) fir 5 ~ 10 und
niedrige I-Werte schon verschwindend kleine Betrige. Man
képnte nun aber einwenden, daB es in der Stérungsrechnung
nicht bloB auf die Eigenschwingungen mit kleinem /, sondern
auf alle ankomme, weil nach (49) die Summe Z'¢, y,, Uber
alle Indizes & zu erstrecken ist. Dem ist aber nicht so, weil
alle ¢,,, deren Differenz i — % groBer als der Kxponent p des
Storungsglieds ist, in Strenge verschwinden. Ks kommt also fir
die Storupg der ersten Eigenschwingungen auch nur auf ihre
Nachbarschwingangen an. Damit ist, wenn auch nicht in
Strenge, ein mathematischer Grund fir die gute Konvergenz
des Verfahrens gegeben.

§ 5. Anhang iiber die Berechnung der in der Btérungsrechnung
auftretenden Integrale

In der Storungsrechnung treten immer Integrale auf iiber
Produkte zweier mit Potenzen der Variabeln multiplizierter
Eigenfunktionen, Wenigstens kommt diese Form vor, wenn
sowohl die ,,Dichtefunktion® als die Stiérungsglieder sich aus
Potenzen der Variabeln zusammensetzen. Solche Integrale
sind uns in Formel (54) begegnet und wiederum in (66). Ihre
Ausrechnung ist oft e{was miihsam und soli daher hier abgetrennt
vorgenommen werden,

a) Berechnung des Integrals
(54) 5= [dr6,6,d0
0
wobei nach (53)

[ k

'y -1
(53) 6,(0) = aye” ¥ iy By o)
und nach (37)
ST (-

(87) Teriag i et =t g

u=v
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Nach der letzten Formel setze man an

k+l—pu k+l—p

_d(—l) Lk+1 ()
2 2.["”” TE+1+10)
p=0 »=00
(- 1)k+.7 vL’(‘k:JJ )(")d o
’ Th+s+1) d
= [o*tPe 0 P00 (1 4 (L f
V]
=T,y L+ 075 0 a4

i 2 2 2 2

i=0 =0 g=0 5=0

R LeH SRR TR

Vergleichung der Glieder p =/, ¥ = j rechts und links liefert
mit g—n=m

J "““F(Hpﬂ)ZZ(k*-J)(,;i:‘)

(_l)m-f-n k+p+m+n)(m+n)
m+4n n
Darin fihrt man die Summe fiber m aus, indem man die
eudliche hypergeometrische Reihe
1’, =1 C+p+n+1)j
Gtptatl, —j,k+1, )" 11k + 1)

+(k+p+n+l)(k tp+n+2)iG—1)
2k + )+ 2)

Lyyvnyli-n-y
I

n-nTa+i+y
z.B. in dem Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen von
Nielsen!) findet. In diesem Bruch treten die Werte der
Gammafunktion auch in ihren Polen auf. Man kann das be-

zusammenfaBt nach einer Formel, die man

1) 1. Aufl. Leipzig (Teubner). 8. 875. 1904.
Die beniltzte Formel lautet:

IrpI'ty —a—
Fap oy 1) = IT((:)_ a{l'(;—- g))
Anoalen der Physik, IV, Folge., 80. 26
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seitigen, indem man alle Gammafunktionen mit verschwindendem
oder negativ ganzzahligem Argument mit Hilfe von

) __= 1
-z ginma I'(x)

durch solche mit positivem Argument ersetzt. Beniitzt man
schlieBlich noch die bekannte Reduktionsgleichung
I, + =7 Fw

so ergibt sich

J2 = (= 1Ya, ark+l)2(;°_'*"i)(:7_ll!)_"(k;f_:")(p+n) (P';-n)

Da nun Jf = J7, ist, konnen wir ohne Beeintrachtigung der

Allgememhelt annehmen, daB ! < j sei. Man sieht, daB wegen
des letzten Binomialkoeffizienten alle Summenglieder mit
p + n < j verschwinden. Daher braucht die Summe nur von
nwj—p bis n =1 erstreckt zu werden.

Daraus folgt sofort fir p =0

| O fir j+1{

JE = | k+ .
jt il 121‘("_*_1\( ! I) fﬁl‘j::l

und weil der letzte Wert aus Normierungsgriinden gleich 1
sein muB, folgt
1
71 =
(1) q P
( [ F(H-l)

Weiter folgt fiir p > 0

l

=0 wenn ! —j 4 p < 0, sonst
2(_ 2k tp tm)..

(lc + 1
JP = (——- l)p
Jl .
nmj—p

wrieafE) )

o~
N ——

k47

—
<.
~——

-n

Diese Summe 148t sich wohl nicht mehr vereinfachen, bedenkt
man aber, daB % nach (86) eine Zahl von der GréBenordnung
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-i— ~ 100 ist, daB dagegen [, j und p (p lauft bei uns zwischen

1 und 5) von der Ordnung 1 sind, so sieht man, daB es zweck-
miBig ist, sie nach fallenden Potenzen von % zu ordnen. Man
erhilt nach einiger Rechnung

(kfi){( )

')
MR U R sl R

a2 D gy (PN (2]

—-J+p
+(p+1)(8p+2)( p )]
12 l—7+p

i —1
It = K (— 1Y

/—\

+...

1—j

"2, In den
Summen der Formeln (55) ist auBerdem (x> B,f nach (52)
von der Ordnung »*. Die Summenglieder dort tragen also
alle im selben MaB zu den Werten (56) und (57) bei.

Die GroBenordnung von J :.’l ist demnach 7r

b) Berechnung des Integrals

4w

(66) J?, = f W F,F,dy
wobei o ,
62 F L TH@
(62) = V—2—‘7'-V——ﬂ e it
und -
(63) 2 -Hllsn) 12 =€ 'e-(‘—'y

1=0

Man findet mit Hilfe von (63)

[o2]

sz I Bme Mdy | /3t g
J+1, jtn l T
j=01=0 —-» V2 l J

-——e“"f[z'-}-s-i-t] e “dz

26*
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Schreibt man

1 + . —1;——'#—1) flll‘ ﬂ-2m
K=—:fx" TFdr= !
" VYa 0 fir n=2m+41
- ! 1 firn=20

und setzt wieder j > voraus, was wegen JJ’.’l = JZ. zulssig ist,
so ergibt sich

it
73 J 1/2"i‘l (12:11; (.7 - lp+ 2h) (J‘.;'_—ll++2:) Kt—j +p-2h
Man erhilt, wie es sein soll, fir p =0
70 = ‘ 0 far j 31/
it 1 fir j =1

Ferner zeigt sich fir p > 0

J;’l= 0 wenn ! — j+p < 0 (weil dann kein Summenglied
vorhanden ist). Ebenso verschwindet J J’.’ wenn zwarl —j 4+ p >0
aber ungerade, weil fiir ungerade = alle K, verschwinden.

Manch freundlichen Rat bei der Durchfithrung der Arbeit
verdanke ich Herrn Professor Schrodinger; die Moglichkeit,
tiberhaupt in engerer Fiihlung an seinen Arbeiten teilzunehmen,
dem groBziigigen Stipendium des International Education
Board, dem auch an dieser Stelle dafiir gedankt sei.

Das Intensititenproblem der Bandenlinien wird in einer
anschlieBenden Note bebandelt werden.

Zirich, Physik. Institut der Universitat, April 1926.

(Eingegangen 27. April 1926)





