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9 1. Der Aneatm der Wellenmeohanik 
E. Schrbdinger hat in drei Mitteilungen, die in diesen 

Annalen emchienen sind, Qmndzilge zu einer neuen Undula- 
tionsmechanik angegeben.]) Sie ist gedacht als eine jlhnliche 
Verfeinerung der Mechanik pnnktformiger Elektronen nnd Kerne, 
w ie die Wellenoptik eine Vertiefmg der geometrischen Strahlen- 
optik ist. Nun sti36t zwar die anschanliche Deutung derselben 
einstweilen noch a d  Schwierigkeiten, denn der Schwingangs- 
vorgang, welcher der Bewegung von Massenpunkten in der 
neuen Theorie zugeordnet wird, epielt sich nach der aeitherigen 
Formulierung in einem abstrakten pRanm von soviel Dimen- 
sionen ab, ale nach dem alten Bild die Zahl der Freiheits- 
grade des Massenpunktsystems betriilgt. Aber er hat die wichtige 
Eigenschaft, da6 seine Partialachwingnngen nicht mit jeder 
beliebigen Schwingungsfrequenz erfolgen, sondern wie etwa die 
Obertane einer Saite nur ein diskretee oder in einem ge- 
wiseen Bereich kontinuierliches, jedenfalls aber bestimrntes 
Spektrum urn Eigenfreqzlenzen bmitzen. Das konnte die Punkt- 
mechanik nur durch Hinznftigen fiemdartiger und in ihrer gmnd- 
legenden Bedentang unverstgndlicher ,,Quantenbedingungen" 
erzwingen. Dabei ergibt die neue Auffsssung chtmkteristische 
Abweichungen des Spektrums, die, wie es acheint, imstande 
sind einige Widersprnche der alten Theorie gegen die Er- 
fahrung zu beaeitigen. 

Nach Schradinger  kann der Schwingungsvorgang durch 
eine ,,Wellengleichnng im g-Raum" beschrieben werden, die 
eur Hamiltonschen Funktion der Punktmechanik in naher 

1) E. SchrGdinger, Quantiaierung ala Eigenwertproblem. 1. u. 
2. Mitteilung Ann. d. Phya. 79. S. 361, 489. 1926. 3. Mittdung Ann. d. 
Phye. 80. S. 437. 1926. (Im folgenden mit I, 11, 111 titiert.) 
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Beziehung steht. Es wird fiir eine schwingende GroSe Vr das 
Gesetz gefordert (vgl. 11, Gleichnng 18ff.): 

AZY= 

oder, nach Abtrennung des zeitlich periodischen Anteils 

mit der ,,Randbedingung", daS ZY im ganzen Konfigurationen- 
raum endlich, eindeutig und stetig sei. A bezeichnet wie 
iiblich den Laplaceschen Operator div grad, aber berechnet 
- dies d a d  nicht iibersehen werden - in dem nichtenklidi- 
schen q-Raum dessen MaSbestimmung gegeben wird durch das 
Linienelement 

Hr. Schrod inge r  konnte ferner zeigen, daS sich mit diesen 
Qmndlagen die He is e n b erg- B orn- J o r  d a n  ache Abwandlung 
der Quantentheorie anschaulich physikalisch verstehen lii0t l) 
und daS die Bedeutung der Heisenbergschen Matrizenelemente 
fur die Intensitat der Spektrallinien ebenso wie die funda- 
mentale Rolle der B o h r  schen Frequenzbedingung vermhtlich 
ihre gemeinsame Wurzel haben in der nahen Boziehung einer 
quadratischen Funktion von Vr zur Elektrizitiitsdichte im 
Maxwell  - L o r e n t z  schen Sinn. 

Den Anwendungen der neuen Theorie, welche in den er- 
wilhnten Arbeiten gegeben sind, soll in der vorliegenden Note 
eine weitere zugefUgt werden. Die Bewegung zweiatomiger Mole- 
kiile (einfaches Hantelmodell) soll in die Sprache der Wellen- 
mechanik iibersetzt werden, einem Gedankengang folgend, den 
Hr. Schrod inge r  in seiner zweiten Mitteilung umrissen hat. 
Zur Bequemlichkeit des Lesers wiederholen wir zuniichst den 
dort (8 3, 4) gegebenen Ansatz: 

Zwei Atome mit den Massen m, ma nnd den kartesischen 
Koordinaten (zl y, z,) (is ya zg) seien durch Anziehungs- und 
AbstoSungskrafte in unstarrer Weise an einen Gleichgewichts- 
abstand T,, gebunden. Hinreichend kleine harmonische Schwan- 
kungen ihrer Entfernung erfolgen bei fehlender Rotation mit 

d r 2  = 2E&((pQ)dt2 

1) E. Gchrodinger, Ann. d. Phys. 79. S. 734, 1926. 
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der Eigenschwingungsfrequenz yo, wenn die potentielle Energie 
der Bindungskriifte ah folgende Entwicklung angesetzt wird 

(2 1 Epot = - B + (2 7c Yo)2 f (r - ro)% + * . . 
Dabei bedeutet 

die ,,resultierende Masse" und - D die potentielle Energie im 
Gleichgewichtsabstand des rotationslosen Zustands (Epot mu6 
freilich noch auf den Wert 0 fur r = w normiert werden, 
damit D die ,,L)issoziationsarbeit" sei). 

q 5 mit 
Hilfe der Qleichungen 

Durch Einfiihrung der Schwerpunktskoordinaten 

(m, + ms)E = m1x1 + m , z ,  
(m,  + m 2 ) 7 7 = m l Y l  + % Y ,  
(m1 + m J 5  = m, 21 -I- ma 22 

z = z1 - z2 

(3) 

uiid der relativen Koordinaten 

Y = Y1 - Yz (4 1 

liiBt sich in bekannter Weise die Translationsenergie des Mole- 
k d s  von Rotation und Schwingung separieren. Man erhillt 

i 
1 2 = z1 - 2) 

ml + m1 (&2 + 7ja + & + f (i2 + sq2 + 22) &in = 
2 

daraus die MaBbestimmung des q-Raums 
(5) ds2 = (ml + m2)(dE2 + d q 2  + dc2) + p(dx2  + d y a  + dz2)  
und nach (1) die Wellengleichung der Undulationsmechmik 

Man erkennt, da6 !P in zmei Faktoren zerfallt, die einzeln nur 
von je einem Koordinatentripel abhangen 

und fur welche die Differentialgleichungen gelten 
v' = f(W) 9 ( E r l L 3  
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a s f  a=f 8nZ (g, + + -) + F(l3 - 4 - Epot(zyz) )  * f = 0 
kommen, wie erwahnt, die ,,Randbedingungen", da6 f 
im ganzen q-Raum endlich, eindeutig und stetig seien. 

Die L)iskuasion des Anteils g von VI hat S c h r a d i n g e r  
in II 8 3,4  nnd auafiihrlicher in seiner Arbeit zur Eins t e in -  
schen Gastheorie') gegeben, wir bemerken nur, daS E; der 
Translationsenergie des Yolekiils entspricht und beachriinken 
uns im weiteren auf die Berechnung von f aus (8). 

Nach Einfiihrung von Polarkoordinaten (T 9. cp) an Stelle 
der ( tyz)  und Multiplikation mit p entsteht die Gleichung 

an9p + - 31 - Ept(r)If = 0 

die eine abermalige Aufspaltung von f in drei Faktoren erlaubt, 
die einzeln nur von j e  einer Koordinate abhiingen: 

Denn 
(10) f = 4 d  @,a a,,, = Rw Ts,, 

ist die Differentialgleichnng der Kugelflachenfunktionen 7 und 
ergibt fih die Eigenwerte 

die Eigenfunktionen 
Ym(9.q) = P,,,(cos 9.) - (a, cosm sp + b, sinm y )  m = 0 , l . .  n 
unter P,,,(z) eine zugeordnete Legendresche Funktion m-ter 
Ordnung verstanden, niimlich 

A = n(n + 1) 71 = 0, 1, 2 . . .  

P,, = v n r n  -g- P,(.) 
Enetzt  man demgemlb die geschweifte Klammer in (9) durch 
- n(n + l)f, 80 entsteht die Differentialgleichung fUr R, in die 
wir  nach Multiplikation mit Toa gleich die unabhangige Ver- 
anderliche 

1) Phye. Ztschr. 27. S. 95. 1926. 
2) Vgl. z. B. Courant-Hilbert ,  Methoden d. math. Physik I, 

gap. V 3 9, 4. Berlin (Springer) 1924. 



Bas EigenschwingungsspeRbum zwaatomiger Moleiiile usw. 371 

einfUren. (Damit sind wir yon der Schrodingerschen Be- 
zeichnung anwesentlich abgewichen, es geschieht zum be- 
qnemeren Vergleich mit den frbheren Arbeiten tiber denselben 
Gegenstand. Eine Verwechelung von 8 mit der Schwerpnnkts- 
absziase ist nicht zu befiirchten.) Mit der Abkiirzung J fiir 
dae Triigheitsmoment proz  der Molekel im Ruhezustand er- 
gibt sich 

welche Gleichung noch durch Einfiihrnng einer neuen abhllngiigen 
Variabeln 
(1 4) Fb, = e q ? ,  
ZU 

(15) 

vereinfacht werden kann. (3"' deutat wie ublich zweimalige 
Ableitung nach der jeweile gerade benfitzten nnabhsngigen 
Variabeln an.) 

Fih die weitere Rechnung kommt es nun darauf an, ob 
man ale erste Nliherung von der Vontellung eines rein harmo- 
nischen Oszillators ausgehen will, oder nach dem Vorgang von 
K r a t z e r  l) das Potential der Bindungskrafte durch eine Cou- 
lombsche Anziehung der (als Ionen gedachten) Atome nnd ein 
AbetoSnngsglied proportional 1 / p z  beschreiben will. Fraglos 
kommt man dem wirklichen KrilReverlaaf im Sinne dee alten 
Bildea nilher, wenn man mit K r a t z e r  ansetzt: 

F + [ y ( E -  ie, - Epotce,) - n(n + 1) P= 0 

Solche Ekfahrungen der Pnnktmechanik bleiben bestehen vom 
Standpunkt der Wellentheorie, in diesen ZUgen kommt die 
tiefgehende mathematische Verwandtschaft beider Frageatel- 
lungen zum Ansdruck. 

Doch fuhrt auch der Ansatz einer in enter  Nilherung rein 
harmonischen Bindnng 

1) A. Brateer,  Ztschr. f. Phye. 3. 8.289. 1920 oder A. Sommer- 
fe Id, ,,Atomban und Spektraltinieu", 4. Aufl. Znaatz 15. Braunschweig 
(Vieweg) 1924. 



zum Ziel. Die Rechnung wird sogar einfacher auf diesem 
Weg. Ich werde weiter unten begrtinden, warum mir trotz- 
dem der andere iiberlegen erscheint. 

Vergleicht man beide Ansiitze, etwa durch Entwicklung 
von (16) nach 6, woraus 

{-- 1 + p - (2c3 + 2)13 (271 J 
2 

Elpot = E’ + - 
- (2c4 - 3) 6 4  - . . .) 

so ergeben sich die Bedeutungen 
(2n  Y o ) 2 J  E”=-B+ 

c3f = - 2 - 2c3 
2 

c4’=  + 3 - 2 c 4 . . .  
(18) [ 
B‘ ist nach (16) im Fall verschwindender Zusatzglieder 
(c3 =5 c4 = 0) gleich der potentiellen Energie des dissoziierten 
Zustands, wir setzen es daher gleich Null und erhalten damit 
die Dissoziationsarbeit 

(2 z YO)* J 
2 

(18’) u =  

(19) -4 = 

und unter Benutzung von (16) bzw. (17) entstehen aus (16) die 
beiden Differentialgleichungen: 

Mit den Abkurzungen 
1 47t ’YOJ -=- 8 n 2 J ( E  - Et + D) - 

lP x h 

bzw. 
(21) Pl. + I A - -F( tz  + c3‘ ~3 + c~ 6 4  + . . .) - -- 

Znr Losung beider wird in den Paragraphen 2-4 ein 
Niiherungsverfahren angegeben werden. Es ist aber zweck- 
ma&, sich von vornherein eine Ubersicht uber die GrOSen- 
ordnung der in Betracht kommenden Glieder zu verschden. 
Dabei kann man sich zunachst von den am der Punktmechanik 
genommenen Bildern leiten lassen. Die so gewonnene Ab- 

(1 + n. 
1 
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schstzung bedarf aber nattirlich einer wellentheoretischen 
Rechtfertigung. 

Zunachst ist die dimensionslose GroSe x mit beobachteten 
Werten v,, und J und dem Planckschen Wirkungsquantum ft 

von der Grof3enordnung lo+. Sie hat aus diesem Grund 
schon K r a t z e r  als Entwicklungsparameter gedient. (Er wie 
auch Sommerfe ld  bezeichnen sie mit u und verstehen unter x 
eine sndere Konstante!). n tritt in der neuen Theorie an die 
Stelle der Rotationsquantenzahl und bezeichnet daher die 
Nummer der Bandenlinie innerhalb einer Teilbande. Beschrankt 
man die Betrachtung anf Zustande, bei denen (grB6enorclnungs- 
miiSig) nur das Gebiet der zehn ersten Bandenlinien angeregt 
ist, so wird n(n + 1) - 1/x und die von Schrod inge r  ein- 
gefiihrte GroBe 

wird selbst proportional x. Bestimmt man schlieSlich noch 
die bei der Oszillatorvorstellung in Betracht kommenden maxi- 
malen Ausschlage 1 aus der Vergleichung (vgl. Gl. 21) 

(22) & = x2n(n  + 1) 

wed das einer Gleichverteilung der Energie auf Rotation nnd 
8chwingung entspricht, so ergibt sich 

Ea N x also .g = p - 1 ~ ' $ 2  

Die wellentheoretische Rechnung kann sich freilich nicht auf 
diesen Variabelnbereich beschranken, sondern muS auch be- 
liebig grof3e g-Werte in Betracht ziehen. Da sich aber heraus- 
stellen wird, dab die Amplituden der in Betracht kommenden 
Eigenschwingnngen nur in dem angegebenen Bereich merklich 
von Null verschieden sind, so wird angenommen, dab die 
Rechnnng trotzdem zu richtigen Ergebnissen fiihrt, wenn 6 
als x'ia betrachtet wird. Auf eine strenge mathematische 
Sicherstellung sol1 hier nicht eingegangen werden, doch liegt 
schon im iibereinstimmenden Ergebnis der beiden sehr ver- 
schiedenen Nilherungsverfahren, die wir einschlagen werden, 
ein Beweis fur die Zulassigkeit dieser Rechnungsfuhrung. 

Sind vollends die Koeffizienten tic/ in (20) und (21) 
hochstens - 1, so wird man nach dem Gesagten die Glei- 
chung (20) in folgender Weise ordnen: 
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es 
+ 1 p . t + [ ( B + $ ( - + + + - w ) -  1 

+ cs (g - 1)s + c4 (p - 1 1 4  . . .] F = o 
und darin die Glieder mit c3 und c4 ale ,,Storungsglieder" 
erster und zweiter Ordnung ansehen. I n  (21) la& sich die 
GrbSenordnung am besten in Evidenz setzen, indem man das 
SchluSglied nach entwickelt, dann mit x durchmultipliziert 
und die neue unabhiingige Variable 

einfiihrt. Es entsteht 
4 = X-'h g 

Von diesen beiden Differentialgleichungen wird im folgenden 
ausgegangen. 

Q 2. Dam Spektrum in ereter Niiherung bei der Kratserechen 
Annahme iiber dae Potential 

-91s ,,ungestortes Problem" entnehmen wir aus Glei- 
chung (23) die Anfgabe, Eigenwerte und Eigenfunktionen der 
Differentialgleichung 

(26) F"+ [ ( A  - $) + 2 - -1 1 + 6  F =  0 
x e x Y g f  

fiir das Grundgebiet der reellen positiven g zu finden. Rand- 
bedingung ist die Forderung der Endlichkeit in den beiden 
singuliiren Stellen p = 0 und p = m, von denen die zweite 
eine weaentliche Singularitiit ist. Das Verfahren ist weitgehend 
dasselbe, wie es Schrod inge r  in I, 6 1 zur Auflosung seiner 
Gleichung (7) verwendet und ausflihrlich besprochen hat, ich 
kann mich daher kurz fassen. 

Die an der Stelle p = 0 determinierende Fundamental- 
gleichung wird im vorliegenden Fall 

1 a(a - 1) - T(l + 6) = 0 
mit den Wurzeln 
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Es war fUr das Folgende bequem, fth die GroBe 

xa(n + &' = & + -- F 

3 75 

x z  

(27) 4 
noch eine neue Bezeichnnng einznftihren; wir bemerken, da0 
auch 8' wie E von der Qro6enordnung x wird, wenn man die 
Zahl n auf die Ordnung 10 beschrankt. Doch ist die Rechnnng 
znnachst unabhangig von dieser Einschrankung. 

Die zwei Potenzreihen, welche ah Fundamentallosungen 
in der Umgebnng der Stelle p = 0 auftreten, beginnen also 
(dae ist die Bedeutung der ,,determinierenden Fnndamental- 
gleichung'l) mit den Potenzen p und g*. Wie man sieht, 
erfiillt nur die erete, eine ganze transzendente Funktion, die 
Forderung der Endlichkeit in p = 0, sie stellt bereits die 
gesuchte Lasung dar. Urn sie in geschlossener Form zu 
erhalten, transformieren wir (25) mit 
(23) P= pi G 
auf die Laplacesche Glleichung 

Unsere gsnze transzendente Lijsung P gebt dabei in eine eben- 
solche Funktion G ilber, die im Nullpunkt entwickelt, mit einem 
konstsbnten Qlied beginnt. Die Lijsungen von Gleichung (29) 
lassen sich als komplexe Integrde darstellen. Wie man z. B. in 
dem Lehrbnch von Schlesinger ' )  nachlesen kmn,  geniigt 

(30) 

der Gleichnng (29), wenn der Integrationsweg L so gewilhlt 
wird, da6 
(31) 

Dabei bedeuten 

GQ, = $.ze(z - cl)yl - 1 (z - cz)ys - * d z 
L 

J$ [e"e(z - cl)A (z - c 2 ) y p ]  d z  = 0 
L 

-- 
- -+. f-- A' 

1 1 1 -  1 
yc = a1 + = + ;v + &' += 

(32) 

I) L. S c h l e s i n g e r ,  Einf. in d. Theorie der gew. Differential- 
gleichungen 3. And. Berlin (VWV) 1922; vor sllem die Nummern 67/68. 
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und wir bemerken, daI3 der Realteil von yl immer positiv 
ist. Es lassen sich stets zwei wesentlich verschiedene Inte- 
grationswege fur das Integral in (30) angeben, jeder andere 
erweist sich nach unwesentlichen Deformationen als linear aus 
ihnen zusammensetzbar. Demgem%E liefert (30) gerade zwei 
linear unabhangige Losungen, wie es sein muB. Wir wahlen 
als Integrationsweg Ai ( z  = 1, 2): 

1. Einen aus dem Unendlichen kommenden, die Stelle 
z = ci umkreisenden und ins Unendliche zurtickfiihrenden 
Weg, wenn das zugehiirige yi unganzzahlig ist. Dabei ist zu 
beachten, daB man sich in solcher Richtung ins Unendliche 
bewegt, dab eze f b  realpositives g gegen Null konvergiert, wo- 
durch von selbst der Bedingung (31) geniigt wird. 

Die asymptotische Reihenentwicklung einer solchen Lasung 
fur lim g --t 00 beginnt mit dem Glied 

(33) Gi = const eCte Q - y i  + ... 
2. Einen in gleicher Richtung aus dem Unendlichen 

kommenden, in z = ci endigenden Weg, wenn yi positiv ganz- 
zaMiy ist. Auch in diesem Falle gilt die asymptotische Dar- 
stellung (33), nur mit anderem Wert der Konstanten. 

3. Eine einfache Umkreisung des Punktes z = ca, wenn 
y2 a 0 oder = - 1 (d. h. negativ ganzzahlig) ist. y1 ist, wie 
wir gesehen haben, alsdann sicher reel1 und positiv. G, rednziert 
sich auf das Residuum des Integranden von (30) in z = c2, 
welches, yon einem konstanten Faktor abgesehen, den Wert hat 

(Die Qnadratwurzel selbst ist mit positivem Vorzeichen gedacht.) 
(2) ist eine Abkiirzung fur das Polynom k C l  

wobei noch 

(36) 

gesetzt ist. Die Bezeichnung der Polynome wurde so gewiihlt, 
weil Lril (x) f i r  ganzzaUiges h nichts anderes ist a h  die R-te Ab- 
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lea2ung des ( R  + 1)-ten Layuerreschen Polynoms.') In  der Tat 
hitten wir, wie spkter .noch dentlich werden wird, bei ganz- 
zahligem Wert yon R (bzw. von al) uns die ganze Rechnung 
unter Berufung auf die Differentialgleichnng der L a g  u err e- 
schen Polynome wesentlich erleichtern kihnen. Weil A aber 
nach (36) und (2G) eine im a l lgemeim unganzzahlige Konstante 
des Molehiils ist, so sind wir auf eine analytische Fortsetzung 
der Laguerreschen finktionen gefuhrt worden, welche die Reihe 
ihrer ganzzahligen Ableitunyen . sinngemap interpoliert. 

Wenn man die neuen Funktionen, wie oben angedeutet, 
nus dem Reeiduum des Integranden von (30) in z P ce berechnet 

t setzt, so findet man leicht und dabei die Gr60e = 

eiue ,,erzeugende finktion'' der Polynome L. Es ergibt sich die 
Formel, die epilter noch von groSem Nutzen eein wird: 

x - c  
0, - 01 

Links stehen die einzelnen Polynome .L aufgereiht, allerdings 
(- 1)k+z-P 

1 (k + l +  1) 
noch mit dem Faktor --7---- versehen, den wir aus diesem 
Grund in Formel (31) haben stehen lassen. Die angegebene 
erzeugende Funktion iet yon etwas anderer Art als man es 
gewohnt ist. Die Funktion rechta hat nur dann einen Sinn, 
wcnn bei ihrer Potenzentwicklung der Wert (A + 1) festgehalten 
wid. Es erscheinen daher link8 'nicht wie gewbhnlich die 
Polynome mit festem oberen Index, eondern die mit festem 
unteren Index aufgereiht. Das erlaubt z. B. ksinen direkten 
Vergleich yon (37) mit der in dem Lehrbuch yon Couran t -  
Hi1 b er t angegebenen erzeugenden Funktion. 

Nach diem mathematichen Exkureion kehren wir zur 
Auflijsnng der Differentialgleichung (29) zurtick. Man kann 
jetzt leicht entscheiden, welche Werte von A' ,,EigenwerW* 
des Problem8 sind, d. h. f i r  welche A' die ganze Transzen- 
dente 0, die wir ale Losung erkannt haben, auch fur positiv 
unendliche Werte yon e endlich bleibt. 
- 

1) Vgl. z. B. Courant-Hilbert ,  Kap. 2. 5 10. 5. 1. Aufl. Berlin 
(Springer) 1924. 

A n d e n  d u  P h w .  IV. F o b .  80. 25 
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ZunOchst werden f u r  beliebige positive Werte uon A die ci 
rein imaginilr und der Realteil beider yi nach (32) positiv. 
Formel (33) zeigt, da6 sowohl 0, als G, i n  diesem Fall end- 
lich bleiben, also auch die irgendwie linear aus ihnen zusammen- 
geaetzte Losung G. Wir erhalten somit das ,,StTeckenspeRtrum" 

O < A ' < c O  
oder, nach (18) (19) und (29) 

(38) 3 > 3, 
In Worten bedeutet das: Alle diejenigen Energiewerte des 

Systems, welche die reine Banslationseneryie ubersteigen, und bei 
welchen nach der alten Porstellung das Molekul in seine Besiand- 
teile dissoxiert und daher nicht gepuantelt ist,  sind als E$en- 
werte zugelassen. 

Fur negative A' werden die ci beide reell, c, > 0 und G, 
unter allen Umstanden unendlich fur g -+ 00. Es sind also 
nur solche Werte von A' zulissig, fiir welche G, allein schon 
die ganze Transzendente cf darstellt. Man kann nun leicht 
zeigen, da6 dies fUr unganzzahliges oder positiv ganzzahliges y,, 
nicirt zutrifft, denn man erhiilt G in diesen Filllen aus (30), 
wenn man flir 1; eine ,,Doppelschleife" um c, und c, wilhlt, 
oder (falls yi ganzzahlig ist) eine von ci ausgehende, ck um- 
kreisende und nach ci zuriickfuhrende einfache Schleife, oder 
(wenn y1 und y,, ganzzahlig sind) einfach die Verbindungs- 
strecke clce. Alle diese Wege lassen sich aber durch un- 
wesentliche Deformationen mit einem aus L, und La zusammen- 
gesetzten Weg zur Deckung bringen. 0 ist daher in all diesen 
Fdlen ein lineares Aggregat von Q, und G,. 

Es bleiben allein noch diejenigen diskreten negativen TYerte 
uon A ,  fiir welche y,, = - 1. (1 = 0, 1, 2 . . .) 

In diesem Fall stellt tatsitchlich G, nach Formel (34) 
allein die ganze transzendente LSsung dar, die fur realpositives 
unendliches g verschwindet. 

Ane y, = - 2 folgt sber nach (32) 
- 2  

(39) - A' = - x3  I F + ~ +  x ( l +  = '[vr+7+ xo 31 
Formel (39) siellt das Spektrum diskreter Eigenmerte umeres 

Problems dar, diese haben eine Haufungsstelle bei A' = 0. Fuhrt 
man nunmehr die friiher besprochene Beschranknng von E' 
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auf die Gr60enordnung x ein und verlangt gleichzeitig, dab 1 
nur bis zn wenigen Einheiten aneteigen sol1 (was gleich nachher 
begrllndet werden wird), 80 ist 

wie E' von der Ordnung x. A' la& eich dann aus (39) wic 
folgt entwickeln 

(47) 

(40) fJ = x(1 + 1/J 

A' + 7 = A = F(26+ & ' + . a  .) 1 1 

Daraus eryeben sich naclr (1 9) folgende d i h e t e  Eneryie- 
(vorsichtiger Frequenz-) Werte : 

h* 
(42) E = 3, - .D + h (1 + ' is )  + 8n'J (74 + l/J2 ' ' ' 

Es entstehen also die ersten Glieder der bekannten Banden- 
formel. (1 + l/,) epielt dabei die Rolle der Oszillationsquanten- 
zahl, was nachtrgglich ihre Einechrankung auf die GrbSen- 
ordnung 1 rechtfertigt. 

A h  Eryebnis der neuen Theorie findet man erstenr das Auf- 
&elen eines kontinuierlichen S p e k h m s ,  zweitens die IIalbzalrl~q- 
keit sowohl der ,,Oszillations-lL als der ,,Rotationsquantenzahl" ill 

den Frequenren des diskreten Spektrums. Nach freundlicher 
brief licher Mitteilung von Hrn. Prof. K r  a t z e r wird beides 
von der Erfahmng bestiltigt. Zur Entscheidung uber die 
Halbzahligkeit des Oezillationsquantume iet bis jetzt nur eiu 
Fall geeignet, niimlich der von Mull iken l) untereuchte Iso- 
topeneffekt an BO. Er spricht f u r  die Halbzahligkeit dee- 
selben. 2, Andrerseits coird bekanntlich die Halbzahliykeit des 
Rotationsquantums von vielen Bandenspektren gefordert. Diese 
Auesage la& eich dahin erweitern, da0 von den einfachen 
Banden ohne Nullxweig (um solche handelt es sich hier) jeden- 
falls alle mit halbzahligen Rotationsquanten vnrtraylich sind. 

5 3. Btiirungsrechnung 
I n  I11 Teil 1 bespricht E. S c h r a d i n g e r  eine Methode, 

die es erlaubt, den EinflnB kleiner Korrektioneglieder in der 
Wellengleichung auf Eigenwerte und Eigenfunktionen approxi- 

1) Pliys. Rev. 26. S. 259. 1925. 
2) Desgleichen scheint nach der Voronkfindigung von W.W.Woteon, 

in der Nature 117. 8. 692. 1926 der Isotopeneffekt an Magnesiumhydrid 
fur sie zu sprechen. 

26 * 
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mativ zu bestimmen. Es lassen sich such hier Parallelen 
ziehen zur Stiirungsrechnung der Punktmechanik, inebesondere 
entspricht der Entartung bei mehreren Freiheitsgraden das 
Auftreten inehrfacher Eigenwerte in einer partiellen Differential- 
gleichung. Diese Komplikation begegnet uns nicht, wenn wir 
daran gehen, die Differentialgleichung (23) durch schrittweise 
Beriicksichtigung der Glieder mit cg und c, zu integrieren. 
Dagegen wird es notwendig sein, das Naherungsverfahren einen 
Schritt weiter fortzusetzen und auSerdem eine Besonderheit 
der Storungeglieder zu beriicksichtigen, die bei unserem Problem 
auftritt. Wir leiten zunachst einige allgemeine Formeln ab. 

(43) 
Es sei 

L [y] + L nl(,y + 1 2  N,y + . . . + I&,. E ' y = 0 

CY] = (pw 9')' + & w e  .Y 

eine durch Multiplikation mit der Dichtefunktion I)(=, (sie wird 
sonst allgemein mit p(=) bezeichnet) auf selbstadjungierte Form 

gebrachte, S t u r  III - L i o  u vill e sche 1)i~erentialgleichung. Die 
nach der kleinen GrMe 1 entwickelten Glieder spielen in ilir 
die Rolle von Korrektionen. Am Rand des Grundgebiets 
seien homogene Randbedingungen vorgeschrieben, so da6 sic4 
darans die Orthogonalitiitsbeziehungen der Eigenfunktionen 
ableiten lassen. 

Es seien ferner f l i  die Eigenwerte und ui(x)  die (schon 
normierten) Eigenfunktionen' des ,,ungestijrten" Problenis 

(44) 
im selben Gruudgebiet und mit den gleichen Randbedingungen. 
Fur sie sind die Gleichungen erfiillt 

L [ y ]  + I)(J l?g = 0 

(Integrale ohne Grenzangabe beziehen sich hier nuf das ganze 
Grundgebiet.) Nimmt man an, da6 die Eigenwerte E,* und 
die Eigenfunktionen u*(z) der vollstiindigen Gleichung (43) wegen 
ihrer Stetigkeitseigenschaften durch Potenzentwicklungen aus 
denen von (44) hervorgehen: 

E : = E i + 1 E / + 1 2 B r $  . . .  
? 4 ? ( 2 )  = U i ( 2 )  + i l V i ( Z )  + l%Ui(Z) + , . . 

so erhiilt man ftir die zuniiclist unbestimmtcn Konstanten E;E[' 
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nnd Funktionen ui (2) w, (z) Rekursionsformeln, wenn man die 
obenstehenden Reihen in (43) einsetzt und neu nach 1 ent- 
wickelt. Qleichung (43) nimmt die Gestalt an: 

1 t' ['J + D'iuil 
+ 1 { L [Wi] + D Bi vi + M ui + D Ui) 

L[wi]  + DEiwi + M v i  + D E/vi  -t N u i  + D Ei"uJ 
(43) I' + . . .=  0 

Nach einem oft beniitztcn SchluBverfahren darf man hieraus 
auf das Verschwinden der einzelnen Klammern schlie6en. 
(ifibrigens ist es gut, sich daran zu erinnern, daf3 dabei 
eiue gewisse Willkiir bleibt, denn logisch folgt nur das Ver- 
schwinden der Klammerausdrlicke bis auf GrOBen niichst 
kleinerer Ordnung. Von dieser Freiheit wird bekanntlich in 
der Stiirnngstheorie der Punktmechanik Gebrauch gemacht.) 

Ehe wir aber die Rekursionsformeln aufstellen, erweitern 
wir die Vorauseetzungen der Rechnung noch um einen Schritt. 
Wir nehmen an, da6 der Eigenwertparameter E auch in den 
Funktionen Jl und N explizit auftritt. Es  ist ja nur der ein- 
fachste, wenn auch gewohnte, Fall, dab E lediglich Koeffizient 
eines Qliedes der Differentialgleichung ist. Von vornherein 
steht nichts im Weg, diesen Parameter, j a  noch andere ver- 
htgbare Ronstanten in beliebiger Verbindung mit der Differential- 
gleichung anzunehmen und zu fragen, welche Werte sie haben 
miissen, damit eine mit den Randbedingungen vereinbare 
Losung sich ergibt. Beim Molektilproblem wird es sich, nach 
einer spilter vorzunehmenden Transformation, nicht vermeiden 
lassen, da6 der Eigenwertparameter in die Stiirungsglieder 
eindringt. Sei also M = M(E,%) und ebenso N = N(E,z) ,  dann 
sind nach Einsetzen der Reihen fiir E: auch diese Funktionen 
iioch zu entwickeln, z. B. 

a M  a steht in leicht verstiindlicher Weise f i r  ag (Ei x). 

Far das Glied mit la in (43') folgt aus d i e m  Ehweiternng 
d M  lediglich ein Zueatz ~ $'ui in der Klammer. 4 Ei 

aEc 
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Es ergeben sich jetzt aua (43') zuniIchet die Gleichungen 

(45), L [.,I + D Ei .i = 0 

(45), L [u,] + D Ei vj = - (M(Ei z) + D El)  
a hi 
a E( (49, L[q] + DEimi = - (fl(az) + - 3; + z> 8;) ?ti 

- (M(.G 2) 3. 3;) vi 

Davon druckt die erste nur unsere Voraussetzung aus, 
da6 Ei ui Eigenwert und Eigenfunktion der ungestiirten homo- 
genen Differentialgleichung (44) sind. Alle nilchstfolgenden 
sind inhomogene Gleichnngen, deren linke Seiten mit derjenigen 
von (44) Ubereinstimmen und in denen der Parameter E den 
iten Eigenwert der homogenen Gleichung angenommen hat. 
Es ist bekannt, daS unter diesen Urnstanden nur dann iiber- 
haupt Ltisungen der inhomogenen Qleichung existieren, wenn 
die durch D,, geteilte rechte Seite auf der zu Ei gehiirigen Eigen- 
funktion ui orthogonal ist. Phyeikalisch geeprochen : Die Ver- 
teilung der mit einer Eigenfroquenz erregenden graft mu6 so 
sein, da6 sie insgesamt keine Arbeit leistet, wenn eine Re- 
sonanzkataatrophe vermieden werden 8011. In  der rechten 
Seite der Gleichung (45X (und jeder folgenden) ist aber gerade 
noch ein Faktor E; (bzw. 3: usf.) verfifgbar, durch deesen 
Wahl die Orthogonalifit auf ui sichergestellt werden kann. 

Wir bestimmen also Ei zunilchst so, da6 

woraus 
(46) E/ = - J M ? t i a d z  

Far diem Wall1 von Ei' gibt es eine LSsung vi der in- 
homogenen Gleichung (45),. Sie la& sich ale Reihe nach den 
Eigenfunktionen der homogenen Gleichung aiisetzen 

m 

vi = 2 yik ?Ik 
k = l  

Entwickelt man gleichzeitig die durch 1) geteilte rechte 
Seite von (461, nach den uk 
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so folgt dnrch Eineetzen beider Reihen in (45), und Vergleich 
entaprechender Qlieder mit Bertfcksichtigung, daS 

die ,,Resonanzformeli4 
J[16k]  + 'kUk = 

y,i geht daraua in der unbestimmten Form O l a  hervor, in der 
Tat ist es noch frei wahlbar, weil die erregende Kraft auf 
die zu ihr orthogonale Eigenschwiugung ui ohne jeden Einflu6 
iet. Man wilhlt ea zweckma6ig 80, daf3 auch 

normiert iet, daS also 
ui* = I l i  + A ui 

JB(U'+ a v i ) v z  = 1 woraua yI1 = o + I . . . .  

Dieses Verfahren - zuerst Bestimmuog der Eigenwert- 
korrektur, 80 daS die rechte Seite der inhomogenen Gleichung 
die Orthogonalitiitsforderung erfiillt; dann Entwicklung der 
ZusatzlBsung zur EigenfunRtwn und der durch D dividierten 
rechten Seite nach den uk nnd Ableiten der ,,Reeonanzformel" - 
wiederholt sich nun auf jeder Stufe der Naherung. Ftir unsere 
Zwecke leiten wir nur noch die zweite Korrektur des Eigen- 
we& ab, innem wir verlangen: 

Nach Einsetzen der Reihe fur vi ergibt daa den Wert 

Nach dieaer allgemeinen Betrachtung wenden wir uns aufs 
Neue dem biolektilproblem zu. 

Soweit es bis jetzt entwickelt iet, hatte man die Differential- 
gleichung (23) mit (43) und (25) bzw. (29) mit (44) zu identi- 
tizieren, und dann nach (46) bis (49) die Verstimmung dea 
Eigenwerta A' zu berechnen. Doch ist zu bedenken, daS die 
oben dargeatellte Stijrungarechnung zunachat nur auf Probleme 
h e  Slreckenspektrum Bezug hat. Wollte man ein solches 
beriickeichtigen, so wiiren die beniitzten Reihenentwicklungen 
uach den uk noch durch Integrale tiber die Eigenfunktionen 
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des kontinuierlichen Spektrums zu erweitern und die SchluS- 
formeln dementsprechend abeaiindern. Dieser Umstiindlichkeit 
entgeht man auf die jetzt zu beschreibende W e b ,  88 wird 
dsdnrch auch, was praktisch sehr wichtig ist, eine bequeme 
Ansrdchnung der in (46) bis (49) vorkommenden Integrale er- 
moglicht. 

Man fUhre in das Problem zuerst die neue unabhiingige 
Variable 

ein (unter der Wurzel sei der positive Wert derselben ver- 
etanden). Die Besonderheit dieser Transformation besteht 
darin, da6 sie den Eigenwert A' enthhlt und dap sie deshalb 
das Grundgebiet der alten Yariabeln 0 < 0 < + 06 in zwei 
aerschudene Grundgebkte uon 6 projiziert, f u r  negative A' (Be- 
reich des dishreten Spektrums) i n  das reelle Grundgebiet 
0 < CJ < + Q), fur positive A' (hontinuierliclier l?igenwertbereich) 
in cias imaginare Grundgebiet 0 < CT < 00 v- 1. Fragt man 
also nach den Lijsungen der nach Division mit - 4 A' infolge 
der Transformation (60) a m  (29) hervorgehenden Gleichung 

__ 

die im (3rundgebiet der positiven reellen Halbachse mit Ein- 
schluS der Riinder endlich bleiben, so ergeben rich nur die 
dem dishreten Ezgenwertspehtmm von (29) entsprechenden 
Aiisungen. 23s ist also eine Abtrennung des Ronthuierlichen 
S p e h m s  erfolgt und die Formeln (46) bir (49) der Storunqs- 
rechnung sind anuxndbar. 

1 Die Eigenwerte B, = __ der (3leichnng (51) haben 
x ' V -  A; 

nach (39) und (36) die positiven Werte 

sic haben htine im Endlichen gelegene Haufungsstclle mehr, 
sondem Zaufen ins Unendliche. 

Die zngehorigen Eigenfunktionen gehen aus (34) hervor 
und lauten (unter Weglaesung des nunmehr UberfiUssigen Index 2, 
an dessen Stelle wir die Zugehgrigkeit zum I ten Eigenwert 
verrnerken) 
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(5 3) 

(a, ist ein spbter zu bestimmender Normierungefaktor). 
Man bemerke aber, daS die Bgenfunktion Gl(c) nicht 

durch eine einheitliche Transformation an8 den B, (Q) gewonnen 
sind, eondern die dae Verhiiltnis u/Q beetimmende GriiSe A 
hat bei jeder einzelnen solchen Transformation einen anderen 
Wert A;. Eine einheitliche Transformation mit feetern Wert A' 
ware nicht imstande, die Eigenfunktionen der einen Differential- 
gleichung in die der andern iiberzufiihren! Man kanm deehalb 
anch eine nach den Eigenfnnktionen von (60) entwickelte 
wjllkiirliche Funktion 

nicht in eine Entwicklung nach den G(p), ohne Benntznng dee 
Streckenspektrums von (26) rihktransformieren. 

gesagt wnrde, kann 88 nicht wundernehmen, dal3 die Diferentzal- 
yleiehuny fur d u  abyeleitcten J a g  u e r r e schen Polynome 

f = 2' ' k  'k ('1 

Nach dem, was frtiher (S. 377) uber die Polynome At'+ 

mit den Eigenwerten E = K + 1 ( I  = 0, 1, 2, . . .) und den 
RUB Kfach sbgeleiteten Lquerrepolynomen gebildeten Eigen- 
funktionen 

immer dann nit (51) identisch ist, wenn dort 2a, und damit 
k ganzzablige Werte haben. 

Durch Multiplikation mit g2a1 = uk + 1 geht (61) Uber in 
die eelbstadjnngierte Form 

, k  + 1 + - O X ]  1 G = 0 (ak + G')' + [ - 7 
x p  v-- A 

in welcher die ,,Dichtefunktion" D(o) = uk erkennbar wird. 
Ee sind also die Funktionen ok /a  - G,(a) eiimtlich zneinander 
orthogonal, sie Mdm auch ein vollstandiges Orthogonalsy~tcm. 

Das kann man folgendermeSen eineehen: Jede Lijsnng der 
Differentialgleichung (61), die eu einem positiven Eigenwert B 
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gehort, iet unter den a,@) der Formel (63) notwendig ent- 
halten. Denn @be es eine weitere, etwa B mit dem zu- 
gehorigen Eigenwert B (> 0), so wiirde daraus nach (52) ein 
noch unbekannter negativer Eigenwert A' der Differential- 
gleichnng (29) folgen, was nach den Ausftihrungen des @ 2 aus- 
geschloseen ist. Ebenso wtirde ein neguh'uer Eigenwert 5 von 
(51) nur zu einem der schon bekannten negativen Werte A' 
fnhren konnen. LiiSt man aber einen Augenblick diese Mag- 
lichkeit zu, so nimmt man damit an, die Transformation (60) 
fihre auch bei negativem Wurzelwert auf Lijsungen g, die 
mit Gleichung (51) und mit den Randbedingungen der Endlich- 
keit in a = 0 und u = + m vereinbar wiiren. Nun kennt 
man aber die Losungen von (51), zu denen aie fihrt. Ee 
eind die Funktionen G, der Formel (63), fur daa Argument 
(- a) geschrieben. Aus (53) erkennt man leicht, daB eie der 
Randbediogung far c =I + 00 nicht geniigen. Wir haben also 
durch die Bemhdnkung der Transformation (60) auf den 
positiven Wurzelwert sumtliche Losungen erhalten, die rnit (5 1) 
und den Randbedingungen vertriiglich sind. Diem bilden nach 
mathematischen Siitzen ein vollstandiges System. 

Zur Normieruny der G,(a) hat man die Integrale 

0 0 

auszurechnen und gleich 1 zu setzen. Es ergibt sich (vgl. 
$j 5 Gleichung 71) 

(531 

Wir unterwerfen nunmehr die Starungsglieder von (23) 
der Transformation (60) und erhalten unter Bertlcksichtigung 
von (52) nach Multiplikation rnit D(u) zur Herstellung der 
selbstadjungierten Form nnd mit der Bezeichnnng von (43) 

h 
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4 

Bezeichnet man wie in den allgemeinen Formeln der 
Stiirungarechnnng die Korrektnren der Eigenwerte durch Striche 
und schreibt man abgekilrzt darl Integral 

(54) J ' g k + p G j ~ l d o  = J; 
0 

so wird nach (46) bia (49) 

I n  diem Summen Bind die im Anhmg (8 6, 72) aue- 
gerechneten Integralwerte Jj9 einzusetzen, dann ergibt die etwas 
weitlaufige, aber unintereesante Ausrechnung der Bummen 
zunachst 

15 B,' = - c3 B, 3 e'S + -82 + (66) [ 2 

Das ist eine Korrektnr von der nachet kleineren GrOSen- 
ordnung z 2 B l  ala zu erwarten war. (Der Qrund dafllr wird 
in 0 4 deutlich werden.) Diese Tateache macht es nBtig, dae 
nachate Stijrungsglied immer mit zu beriickeichtigen. Man 
findet 
(57) B Y =  - c S a B l  

16 

Insgesamt argibt sich die Sthung des I-ten Eigenwerta, wenn 
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(58) ' 

man die Qlieder niichst kleinerer Ordnung folgerichtig ver- 
nachlgesigt, aue (66), (57) und (52) zu 

- - r , z + T c ) d a  15 
4 2 4  

= - 1 126 + E' - 6 ' 2  - 3(1 + ~ c , ) E ' c ~  
X' 

- (3 + 15c, + Tc3a 15 + 3c4) aa 

Mt 

zusammen ergibt dae nach (52) den neuen Eigenwert 
1 f (A')* + 2- = A* 

I 

woraus schlie6lich noch die Frequenzen folgen 

Das isi genuu die alie Formel von A. K r a t z e r  fur die 
Bandcmpekiren zweiaiomiger Molekule in allen Einxelheiten, nur 
sind die ganzen Quantenzahlen bei ihm hier durch halbxahlige 
ereetzt. Sie yilt im selben Bereich ivie jene ,  namlich fur nicht 
zu grope ,,Quantenzahlenc4 (oder wie man vom jetzigen Stand- 
punkt aus vielleicht richtiger sagen wlirde, ,,Schwingungs- 
nummern") und geniept wie sie in diesem Bereich cine vielfache 
h'rfahrungsbestiitigung. 

5 4. Daa Molekiil als grst6rter harmonieaher Ossillator. 
Es sol1 nun gezeigt werden, daS dae im letzten Para- 

graphen erbaltcne Resultat unabhilngig von der Art der Nahe- 
rung ia t  und eich auch auf ganz anderem Wege einstellt. Zu 
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diesem Zweck gehen wir aus von Gleichnng (24) bzw. dem zu- 
gehorigen ,,ungestarten(l Problem: 

PI'+ A x - -  - $  P = O  
(60) I( 3 1 

Wie S c h r a d i n g e r  schon besprochen hat (II,6 3, 1 uud 4) 
ist das die Differentialgleichnng der Hermiteschen Ortho- 
gonalfunktionen *) mit den diskreten Eigenwerten 

2 
(61) c; = A x  - 8 = 1 + 21 = - s 

x 

uud den Eigenfunktionen 

unter Hl(q) das Z-te Hermitesche Polynom verstanden mit 
der erzeugenden Funktiou 

Ein Streckenspektrum tritt nioht auf. 

werte ab 
Aus (81) leeen wir die ungesthten diskreten Eigen- 

Kin Vergleich mit (41), (42) zeigt nahezu viillige Ubereinstim- 
mung, nnr mit dem Unterschied, da6 hier 

n(fi  + 1) = (n + 1/J2 - 'I4 
an die Stelle von (n + l/J2 dort getreten ist. Der Unterschied 
bedeutet lediglich eine geringe Vemchiebung des absoluten 
Energiewerts, die von den Korrektionen niichster Ordnung 
rackgungig gemacht wird. 

Zur Berechnung des Eintiusses der Storungsglieder (vgl. 24) 

1) Vgl. Courant-Hi lbert ,  Kap. 5 9 9. 
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nach (46) bis (49) sind wieder die Integrale 

(66) 

zu biiden. Sie sind im Anhang (8 5, 73) ausgerechnet, der 
dort angegebene Wert reduziert sich aber auf 0, wenn entweder 
p - j  + 2 < 0, oder p - j  + I zwar > 0 aber ungerade ist 
Hier tritt der Orund deutlich hervor, warum die Sttirungs- 
rechnung keine Verstimmung erster Ordnung der Eigenwerte 
ergibt, 80 da6 die Nilherung noch einen Schritt weitcr verfolgt 
werden mu6. Nach (46) wird nilmlich die zum Eigenwert C, 
gehiirige Korrektur erster Ordnung 

(67) C,l = - P P l 2 d q  

Das f ihr t  mit (66) auf Integrale J[ mit ungeradem p, die (ah 
symlnetrisch erstreckte Integrale tiber eine ungerade Funktion) 
verschwinden. Dagegen berechnet sich aus den 

7 i - m  

Jj", = $qp$F,dq = bjb ,  qPe-9' H j H l d q  
-a - m  

cjl = - $ i l i l $ ~ d q  

(68) und aus 

c; = - I N 4 2  d 11 + 

( l5 + p;) J2 

+ ( - & 2 +  7 4 x q  3 

I A* = 1 [26+1  - e 2  - 3(1 + 2c3)&6 

" 

I 
die Qesamtkorrektur der Egenwerte 

A C , = . ;  - & ~ + Q ( l + C s ' ) & i ) +  - p s ' 2  

1 Mit C, = - [26 + E ]  zusammen flihrt dss nach (61) und (18) zu 
den gestiirten GriiBen 

15 
2 - (3 + 15 cs + - cs2 + 3c4) dZ 

oder zu den E'requenzen: 
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- & ( I  -+ 1/2)2 ( 3  + 15c3 + cS2 + 3e , )  I YZ'J 

Ein Vergleich mit (59) zeigt nahezu vollige Ubereinstimmung 
der Eigenwerte. Nur die mit x 2  behafteten Korrektionen 
enthalten hier n(n + 1) [bzw. 6' in Formel (69)] dort (n + '/J2 

= n ( n  + 1) + 1/4 [bzw. E in (58)j. Dugegen hat sich dieser 
7hierscAied im Hauptglied, d m h  dss Auftreten von xa/4 in 
Formel (69), welches sich mit E zu E' vereinigt, bereits aus- 
yeglichen. Das l&Bt darauf schlieBen, da6 auch die noch be- 
stehende Differenz durch die Niiherungsglieder niichster Ord- 
nung, auf welche wir durchgangig verzichtet haben, zum Aus- 
gleich kame. In  der Tat konnte man Formel (69) durch Zu- 
f'iigan der Betriige - und (3 + 6cJ in der eckigen Klammer 
in  (58) iiberfiihren. Man findet also uiiilige 0bereimtimmung 
beider Rechnungen auf der erreicltten Stufi? der Annahcrung. 
Doch gilt das nur far die diskreten Eigenwerte. Ein konti- 
nuierliches Spektrum kommt in der zweiten Rechnng nioht 
vor, entsprechend der Tatsache, da6 in der Punktmechanik 
bei der Oszillatorvorstelluag fir  das Vorbeifliegen der Atome 
im dissozierten Zustand kein Platz ist. Dieser Unterechied 
mu6 aber bei der veriinderten Betrachtungsweise noch vie1 
mehr als ein wesendicher angesehen werden, und das ist der 
Orund, warurn man von einer Uberlegenheit dee K r a t z e r -  
schen Ansstzes sprechen mnS, obwohl sich die Rechnung mit 
ihm komplizierter gestaltet.1) 

a xp J x9 

2 

1) Wfirend der Drucklegung dieser Note iet eine Arbeit von 
L. Mensing  (Ztechr. f. Phys. 36. S. 814. 1926) erschicnen, welche mit Be- 
nutsung der Matrizenmechanik eine ahnliche Becbnung durchfihrt, wie 
die in unserem b 4. Sie kommt eu einer gleichgebauten Energieformel, 
beriicksichtigt aber nicht den Eintlu6 dee Stijrungegliedee sweiter Ordriung, 
der von gleicher CfriiBe ist wie derjenige dee ersten. Aucb lii6t eie nicbt 
erkennen, da6 sich mi t  wachsender Nkherung die Urnwandlung von 
11 (n + 1) in (12 + I/*)* exakt herstellt. 
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Zum SchluE eei noch eine Abschlltzung gerechtfertigt, die 
am Ende von 9 1 vorgenommen wurde und die Qrundlage zu 
der gemeinsamen Konvergenz der beiden Rechnungen lieferte. 
Es wurde dort gesagt, daf3 die Amplituden des Schwingungs- 
vorgangs fur die in Betracht kommenden Eigenschwingungen, 
das ist fur kleine werte I, nur im Bereich E N  x'ls oder q - 1 
merklich seien. Tatslchlich ergibt Formel (69) far q - 10 und 
niedrige I-Werte echon verschwindend kleine Betrage. Man 
kannte nun aber einwenden, deE 8s in der Stiiruagsrechnung 
nicht bl06 auf die Eigenschwingungen mit kleinem I ,  sondern 
auf alle ankomme, weil nach (49) die Snmme X c i k y i k  Iiber 
alle Indizes k zu eretrecken iet. Dem ist aber nicht so, weil 
alle c ik ,  deren Differenz i - h gr60er als der Exponent p des 
Stirungeglieds ist, in Strenge verschwhden. Es kommt also fur 
die Storung der ersten Eigenschwingungen auch nur auf ihre 
Nachbarschwingnngen au. Daniit ist, wenn auch nicht in 
Strenge , ein lnathematischer Q r u d  frir die gute Konvergenz 
des Verfahrens gegeben. 

Q 5. Anhang uber die Bereobnung der in der Stiirunpreohnung 
auftretenden Integrale 

I n  der Storungsrechnung treten immer Integrale auf ilber 
Produkte zweier mit Potenzen der Variabeln multiplizierter 
Eigenfunktionen. Wenigstens kommt diem Form vor, wenn 
sowohl die ,,Dichtefunktion" als die Storungsglieder sich aus 
Potenzen der Variabeln zueammensetzen. Solche Integrale 
sind uns in Formel(54) begegnet und wiederum in (66). Ihre 
Ausrechnuag ist oft etwas mabeam und eoll daher hier abgetrennt 
vorgenommen werden. 

a) Berechnnng dea Integral8 
m 

(64) J: = S o k t P G j G , d o  

wobei nach (63) 
0 
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Nach der letzten Formel setze man an 
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Vergleichung der Glieder p = Z, v - j  rechte nnd links liefert 
luit g - n = m  

Darin ftlhrt man die Summe nber m aus, indem man die 
eudliche hypergeometrische Reihe 

(k + p  + n + l ) j  
' ; k t p t m + l ,  -j, k + l ,  1) = - l !  (k + 1) 

.... ( k + p  + s f  l)(k + p  + % + '4jG -1) _ -  
2! (k + l)(k + 2) + 

in ' k  + ') q j  - n  - '' zusammenfa8t nach einer Formel, die man 

z. B. in dem Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen von 
Nielaen') findet. In diesem Bruch treten die We& der 
Gammafunktion auch in ihren Polen auf. Man kann daa be- 

5 - n  - 1) q k  t j  + 1) 

1) 1. Au& Leipig (Teubner). S. 975. 1904. 
Die benlltete Formel lautet: 

h . l r p  drr Physit IV. Folga 80. 26 
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seitigen, indem man alle Gammafunktionen mit verschwindendem 
oder negativ ganzzahligem Argument mit Hilfe von 

x 1 - 
%4 - Z L F  F$q 

durch solche mit positivem Argument orsetzt. 
schlie6lich noch die bekannte Reduktionsgleichung 

so ergibt sich 

Reniitzt man 

4.1) = X C d  

Da nun Pl = Jfj ist, konnen wir ohne Beeintriichtibng der 
Allgemeinheit annehmen, da6 1 j sei. Man sieht, da6 wegkn 
des letzten Binomialkoeffizienten alle Summenglieder mit 
p + n < j verschwinden. Daher braucht die Summe nur von 
n . ~ 1  j - y bis n = I eretreckt zu werden. 

Daraus folgt sofort fiir p = 0 

und weil der letzte Wert am Normierungsgrtinden gleich 1 
sein mu4 folgt 

Weiter folgt ftir p > 0 - 
I = O  wenn l - j + p < O ,  sonst 

Diese Summe lil6t sich wohl nicht mehr vereinfacben, bedenkt 
man aber, dab K nach (36) eine Zahl von der Qro6enordnung 
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100 ist, dsl3 dagegen I ,  j und p (p liuft bei uns zwischen 
1 und 5 )  von der Ordnung 1 sind, so sieht man, dal3 ee zweck- 
mil6ig id, sie nach fallenden Potenzen von k zu ordnen. Man 
erhalt nach einiger Rechnung 

1 - _  

1 - j  

Die Grtjbenordnung von J:l ist demnach (t)"'". I n  den 

Summen der Formeln (56) ist auSerdem ( x 2  Bly nach (52) 
von der Ordnung 2. Die Summenglieder dort tragen also 
alle im selben Mat3 zu den Werten (56) und (67) bei. 

b) Berechnung des Integrals 

Man findet mit Hilfe von (63) 

26* 
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Schreibt man 

1 fdr n = 0 --(I) 

und setzt wieder j > I  voraue, was wegen JJl  = J t .  zulassig ist, 
so ergibt eich 

l - j + p  - 
n 

- 6  

(73) Jj4 = d:g z"-'( ) ( j - l + 2 h  ) K L - j + p - P h  (l--h)l j - 1 +  2 h  j -  1 + h 
h = O  

Man erhiilt, wie es sein 8011, fiir p = 0 - 
0 fur j + 1 
1 fur j = 1 

J:l = 1 
Werner zeigt sich fiir p > 0 

J p  = 0 wenn 1 - j + p  < 0 (weil dann kein Summenglied 
vorhanden ist). Ebenso verschwindet JJ, wenn zwar 1 - j + p > 0 
aber ungerade, weil fiir ungerade 71 alle Kn verschwinden. 

Manch freundlichen Rat bei der Durchfiihrung der Arbeit 
verdanke ich Herrn Professor S c hrodin  ger ;  die Maglichkeit, 
iiborhaupt in engerer Fiihlnng an  seinen Arbeiten teilzunehmen, 
dem grobziigigen Stipendium des I n t e r n a t i o n a l  Educa t ion  
Board ,  dem auch an dieser Stelle dafiir gedankt mi. 

Daa Intensitiitenproblem der Bandenlinien wird i n  einer 
anschlieSenden Note behandelt werden. 

Zur i ch ,  Physik. Institut der Universitilt, April 1926. 

j l  

(Eingegmgen 27. April 1926) 




