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Einleitung.

Die Theorie der elektromagnetischen, an einem einzelnen
Draht fortschreitenden Stérungen, wie sie zuerst von Sommer-
feld?!) strenge -entwickelt worden ist, beruht auf der Annahme
einer allseitigen Symmetrie des Feldes um den Draht, und
fubrt in ihren Resultaten — Fortpflanzung annihernd mit
Lichtgeschwindigkeit und sehr geringer Dampfung — zu einer
vollstindigen Ubereinstimmung mit den seit Hertz bekannten

- Tatsachen der Erfahrung.

Dies kann insofern uberraschen, als die expenmentelle
Anordnung in mancher Hinsicht von der vorausgesetzten Sym-
metrie abweicht; nicht nur werden im Lecher.system zZwel
Dribte einander gegeniibergestellt, sondern es erfolgt auch
die Anregung durch Funkenstrecke usw. unter Bevorzugung
einzelner Richtungen durchaus unsymmetrisch.

Es ist ohne weiteres klar, -daB unsymmetrische, elektro-
magnetische Vorgéinge vom Typus der Drahtwellen méoglich
sein miissen.

Auch was die symmetrischen Vorginge betrifft, so laBt
Sommerfeld? die Moglichkeit offen, daB die von ihm be-
trachteten Losungen nicht die einzigen sind. Trotzdem miissen
jene symmetrischen Ldsungen vor den iibrigen etwa vor-
handenen symmetrischen oder unsymmetrischen derart bevorzugt
sein, daB sie den Charakter des experimentellen Vorganges
allein bestimmen. ,

Als Grund hierfir wird man die Dampfangsverhsltnisse
vermuten, die bei dem bevorzugten symmetrischen Wellentypus

sehr giinstig liegen — hler wird die Wellenamplitude erst
1) A. Sommerfeld, Wied. Ann. 67. p '233. 1899
2) L. c. p. 289. B
Annalen der Physik. IV. Folge. 20. 59
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nach Zuriicklegung eines nach Kilometern messenden Weges
erheblich heruntergesetzt — die aber bei den hinzukommenden

- symmetrischen oder unsymmetrischen Wellen moglicherweise
ganz andere sind. . B

Es ist die Aufgabe der vorliegenden Arbeit, diese weiteren
Wellentypen aufzusuchen wnd ihre Fortpflanzungs- und Damp-
fungsverhaltnisse zu diskutieren. '

' Um diesen Zweck zu erreichen, legen wir nicht Sommer-
 felds speziellen symmetrischen Ansatz zugrunde, sondern
gehen auf die allgemeinen von drei EKoordinaten abhingigen

- Differentialgleichungen zuriick, . und versuchen die Maxwell-
schen Gleichungen zu integrieren, indem wir eine harmonische
Abhangigkeit des Feldes vom Azimut annehmen. -

Wir erhalten somit einen allgemeinen unsymmetrischen
Wellentypus, der auf zwei verschiedene Arten zu einem sSym-
metrischen spezialisiert werden kann. ]

Wir haben erstens eine symmetrische Welle, bei der die
elektrische Kraft in den Meridianebenen, die magnetische in
Parallelkreisen verliuft, wie bei den gewdhnlichen bekannten
Drahtwellen. Diesen Wellentypus wollen ‘wir den elektrischen
nennen. e o ' .

Zweitens einen ebenfalls symmetrischen Typus, bei dem
die elektrische Kraft in Parallelkreisen, die magnetische in
Meridianebenen verluft, und ‘den wir den magnetischen nennen. -

In beiden symmetrischen Wellentypen sind nur je drei
Komponenten der elektromagnetischen Feldstirke von Null
verschieden. =~ ‘ -

Im dritten allgemeinen unsymmetrischen Typus sind da-
gegen alle sechs Feldkomponenten vorhanden. :

 Neben dieser, auf der allgemeinen vektoriellen Struktur
des Feldes beruhenden Unterscheidung wollen wir eine zweite
treffen, die sich auf die Fortpflanzungsverhiltnisse griindet.

_ Wir bezeichnen als Hauptwelle einen periodischen Vor-
gang, der mit geringer Démpfung fortschreitet, und zwar mit
um so geringerer, je grofer die Leitfahigkeit des Drahtes ist.

Als Nebenwelle einen solchen, bei dem die Dampfung be-

trachtlich ist und durch Erhohung der Leitfahigkeit nicht

verkleinert werden kann. ' C 4
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S Wir Werden “nud ':-sehen : Héﬁﬁtﬁeﬁeﬁ

dem ersten Typus (symmemsche elektrische Wellen) a.ngehoren
and durch die Sommerfeldschen Losungen ‘gegeben smd

 Allen drei Typen “sind dagegen Nebenwellen eigen, und
zwa1 gibt es eine sehr groBe Anzahl von verschledenen Neben-
wellen, die sich zu je ¢iner nur durch gew1sse Reahta.tsbetrach-
tungen begrenzten Sene zusammenordnen T

 AuBer der groﬁen vDa,mpfun,_., elgen “die” Nebenwellen
auch in bezug auf den bkmeff'ekt ein elgentumhches Verhalten
Wihrend nimlich bei dez Haupt‘ l__e das Feld im AuBen~
ranme in radialer Rlchtung langsam abmmmt gegen das
Innere des Drahtes ‘aber sehr stark gedampft ist, so daB der
ganze Vorgang nur in einer a,uBerst diinnen Oberflachenschicht
des Drahtes vor sich geht, stellt sich bei den Nebenwellen
" gewissermaBen im AuBenraume ein Skmeffekt ein, im Tnnern
des Drahtes dagegen ist ‘di radiale Abr hme sehr gering, und
daher die Wamnevergeudunﬂr sehr groB Worau's s1ch die aufer-
ordentlich starke Dampfun ii 1ttelbvar erk_la,rt o
Sowohl bei den Haupt- w1e bei den Nebenwellen ist. der’
innere bzw. dubere Skmeffekt um S0 starker, Je groBer die Leit-
fahigkeit. e L
Diese Vertanschung der Rollen der belden Med1en tntt
noch in mancher Hinsicht in d1e Erschemung ' :

Bei der Hauptwelle, - konnen wir sagen, sind die Eigen-
schaften des auBeren Mediums “fiir die Fortpflanzung der Welle
mafBgebend, die des Drahtes selbst liefern nur Korrektlonsgheder.

- Bel den ’\Iebenwellen st der Vorgang —~~Fortpflanzungs-
geschwindigkeit und Da,mpfuno' = hauptsachhch durch dle
Eigenschaften des Drahtes bestlmmt Ty

Wegen des Verlaufes der: Kra,fthmen “bei den \Iebenwellen,
welcher demjenigen ‘béi . der Hauptwelle durcha.us entgegen-
gesetzt ist, verweisen wir a‘uf die Flguren von p 936 937

_und die anschheBenden Erlauterungen #r

- Die Fig. 4 zeigt,“daB: die: Kraftlinien im AuBeren, und

zwar die magnetischen - so gut w1e die elektnschen “durch-
. . . R 59* )
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“ schnittlich “unter 45° gegen die Drahtoberfléche voraneilen,
(wihrend sie bei der Hauptwelle fast senkrecht stehen, und
um so weniger im Sinne des Voraneilens von der senkrechten
Lage abweichen, je groBer die Leitfahigkeit ist), daf sie im
Toneren durchschnittlich nahezu senkrecht stehen, d.b. hinter
dieser Stellung nur in zweiter Ordnung zuriickbleiben (wihrend
bei der Hauptwelle die Kraftlinien im Draht fast parallel zur
Oberflsche nachschleifen). - .

.. -Im tbrigen zeigt der Anblick der Figg. 5 und 6 die
Unterteilung des Feldes in kongruente Gebiete entsprechend
der harmonischen Abhingigkeit desselben vom Azimut.

" Die Untersuchung ist bis zur numerischen Berechnung
von Phasengeschwindigkeit und Dampfung durchgefiibrt. Z. B.
ergibt sich bei einem 4 mm dicken Kupferdrahte fiir eine der
ersten Nebenwellen aus ~irgend einer unserer Serien Ab-
dampfung auf 1/e nach dem Wege von 0,002 mm, und eine
‘Geschwindigkeit von ca. 12,5 km/sec = c.4,1.1075, dagegen
bei der Hauptwelle nach Sommerfeld fir die entsprechende -
Weglinge und Geschwindigkeit 1,6 km bzw. e¢{l —8.107%}.
~ Voraussetzung fiir unsere Wellentypen ist, daB der Energie-
fuB im Unendlichen verschwindet, die Energie sich also lings
des Drahtes fortpflanzt bzw. in demselben als J oulesche Warme
verzehrt wird. : '

_Neben diesen Drahtwellen im eigentlichen Sinne sind aber
auch solche Vorginge von Interesse, welche mit Ein- oder
Ausstrablung verbunden sind. - ’

Es wird sich zeigen, daB im ersten Falle die Stérung
Jangs des Drahtes ungedimpft und mit Uberlichtgeschwindigkeit
fortschreitet, im zweiten Falle ist der Vorgang in der Achsen-
richtung aperiodisch gedampft. e '

~ Ubrigens bildet die Mannigfaltigkeit dieser Lsungen eine
kontinuierlicke Folge, nicht wie die der vorher betrachteten
Nebenwellen eine diskrete Serie. . ‘

" Den Ausgangspunkt fiir diese Untersuchungen bildete die
Frage nach der Ausstrahlung ‘eines Drahtwellenzuges beim
Passieren eines Knickes der Leitung. Um fiir die strenge
‘Losung dieses (wie sich zeigte sehr schwierigen) Problems die
notigen Partikularlosungen bereit zu stellen, wurden die hier
besprochenen allgemeinen Wellentypen entwickelt, deren Haupt-
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interesse in ihrer Bedeutung fir. eine allge eine Theorie der
Drahtwellen liegen diirfte. . AuBerdem werden ‘'sie als mathe-
matische Hilfsmittel nicht nur bei “dem ‘genannten Problem.
eines Knickes, sondern berall da_in Frage kommen, Wo es
gich darum handelt, strenge Losungén der Maxwellschen
Gleichungen von Zylindersymmetrie _aus Partikularlésungen
susammenzufiigen. T L

§ 1 Zuriickfiihrung der beideﬁ;_eléktr"o'wj;;iaigﬁetischen Vektoren
‘ ‘suf einen einzigen Vektor. ™' g

Die Mé.xwve'lvlsche_ﬂ Gleiéﬁﬁﬂéen la.utenbe1 Xué_ébhliéﬂung
von Ladungen in sog. modiﬁzier‘tgr’l‘”EiPligi:t;eg N

8 . P
Lorfaomo.

P

Ly =—rotC,

divE=0, divg =0,

oder in symbolischer Schreibweise )
b TH=—10tE, - .

@ ' ¢ div€=0, ~
, d) div® =0, .-
wobei - BB
s 0 e o m e 8
2) S=?-¢9—£-}j7,. "T-_a?"ﬁ'

Die Vektoren @ und §- driicken wir durch -einen dritten
Vektor B aus, den wir nach Abraham?) den verallgemeinerten
Heortzschen Vektor nemmem. - .« =~ - . =

Es ist allerdings zu bemerken, daf bei Abraham der
Hertzsche Vektor durch ein . Integral gegeben wird, indem
die Elektrizitatsstromung als bekannt vorausgesetzt wird, hier
dagegen durch eine Differentialgleichung.’ Sl ,

1) Vgl. H. A. Lorenz, Enz. 4. math. Wissensch. 5. p. 13. Nr. 7.
2) M. Abraham, Elektrizitit. II. (1908) Gleichung 48). P (bei
Abraham mit 8 bezeichuet) st  die vektorielle Verallgemeinerung der
Hertzschen Potentialfunktion IZ. "~ = * ey : ,

909
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 Wir setzen also an:
a) €=graddiv® — S§T'p,
{ b) $ =rotIP.
Durch diesen Ansatz werden die Gleichungen (1b, d) un-

mittelbar erfillt.
Aus (1a) erhalten wir fir P die Differentialgleichung

8§ {grad div P — § TP} = rotrot §P

)

oder auch:

(4) {grad div — rotrot — ST}P = 0.

. Gleichung (1c). wird alsdann identisch erfullt, wenn anfangs
keine Ladungen vorhanden sind.
Setzen wir reine zeitliche Periodizitiat voraus in der Form

() - B=e—iotQ, o reell >0
so erhalten wir aus (4)

(6) grad divQ — rotrotQ + 220 =0,
wobei

12 = usw:+iouw

=

Wir fithren Zylinderkoordinaten 2, 7, ¢
ein und erhalten aus (6) fiir die Kom-
ponenten von £

0,=%4, 2, =R, D,=0
N folgende partielle Differentialgleichungen:
r 2 .
#7, 18,02, 182 407 0,

Fig. 1. ® gmt7a57,"5, T 3¢t
#B . 8 107R , 1 B | ,,pn 2 8@
O FaTarr on T tRE- w55 =0

8 D d 1 6r@ 1 820 P 2 0R
10) G tar7 g T g TRO Ty =0

g 2 Integration der Differentialgleichungen.
Um eine partikulire Losung der Gleichungen (8), (9), (10)
zu finden, machen wir den Amnsatz:
Z =e¢i*2cosnepZ’,
(11 R=c¢i*2cosngp ',
D = ¢tz sinng @',



Elehtromagnetische Drahtwellen. 911

Aus (8) erhalten wir dann

14 rﬁé'__l_{kz_p'_?;_}Z’:O.

Fdr dr
Die Losung dieser gewthnlichen Differentialgleichung ist:
(12) ‘ Z'=e,C, (sz —227),

wobei C, () eine allgemeine Zylinderfunktion vom Index n und

dem Argument z ist. '
Aus (9) und (10) ergibt sich ferner:

d 1 drPBE 2 P n*\ p 2N gy
Tr v dr s )R - =0
d l_d'rd?’ 2 " n? ,  2n ps_
dr r dr +(k _}“—,«2)@—72‘3—0-

Durch Addition bzw. Subtraktion dieser Gleichungen erhalten
wir, indem wir noch

Q'+ R =P
13) { + ;

O —R =4
setzen, folgende zwel gewohnliche Differentialgleichungen:

d 1 d7-P+{k2——X.2—n2+2n}P=D,.

dr v ar P
d 1drQ nt—2n
dr r dr +{kz—12— r? }Q-—:O’
oder
2P , 1 dP . m+12 p_
e 777+{"—’“2“—72’}P—°’
e2Q . 1d9Q {(n — 17
Ty 77?+{"2‘7~2‘——;T—}Q=0-
Daraus:
(Q=—28,C B A%
(132) { .G (V2 270):
P= 27,0, (VEB—27).

Fiir @’ und R’ selbst erhalten wir also aus (18) und (133):
k= ﬂnCn—lﬁkz'—}'ZT)+7n0h+1(vkz—lzr)’
O'=—8,C,_, (V2 — 22 ) + 74 Ca i1 (Va2 —#* r).

Aus den so gefundenen Komponenten von 9 lassen sich nach
(8) und (5) die Komponenten von @ und $ berechnen.

(13b) {
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Es ist namlich bis auf den Faktor e—iet

2z 1 8*rER 1 80 5
€ = z2+raxar+razatp+k£
. ®Z | 31 9rR , 8.158
@"—Bzar dr r 0r +6rrarp+kR
c 192 1 @R 18D, g
) €= omog TEareg T ag T L
(14) st’ ___ickzl{ar@__aR
¥z T ou r ar atp}’
ck® (1 8Z K
Sj’__zW{?aq)_ ax}’
.ck® ([OR 67
@9"_ {az_ar}'

Daraus finden wir, indem wir zur Vereinfachung der Aus-
driicke die Funktionalgleichungen der Zylinderfunktionen

0,/ @) =—2C, @)+ C,_, (@),

G/ =+ 2 C,(@) = Cpy1 (@)

in Betracht ziehen,) folgende Ausdriicke fiir die Feldkompo-
nenten

G = cosngVBE—=2246,C, (Vk2—2%r)

¢ = cosncp{zl 0,C/ +—Lk—-—sn0n}

(15)

" Vi — A2
. TnA?
@‘q):—-smnq;{ T ]oc?nCn—[—kze 0}
(16) eilz—icot,

=— sinngo%;—sz—ﬂ.aenOn

9, = sinngo UL l{ s
_ p in 0}
9, {5 C, = &, C,

oL VEE—2 .
{()\n"ayﬂl }——-—Z(ﬁn—yn)’

1) Die etwas. weitliufigen Zwischenrechnungen gebe ich in einem -
Agphang an.

= 35,0~ s, 0,;}

wobel

(17
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gamtliche in den Ausdriicken (16) vorkommenden Zylinder-
funktionen haben das Argument ]/kz—- 22r. Die Akzente be-
deuten die Ableitungen nach dem Argument. '

Bemerkenswert ist,. daB unsere urspriinglichen drei Kon-
stanten ¢, B,, 7, in den endgiiltigen Ausdriicken (16) nur in
jen zwei Verbindungen J, und &, auftreten, sie haben sich

also auf nur zwei reduziert. S
Machen wir statt (11) in den Gleichungen (8), 9), (10) den

Ansatz _ )
7 =eéttrsinngpZ”,

R =e¢itssinngpR”,
D = etz cosnp P,
go erhalten wir in #hnlicher Weise
2 = 4 CUF=T,
R = BC 1 +7 Cosrs
O =—B/C i+ 7 Cosr>

und daraus:
G, = sinng)A— 219, C,(Vir—#r)
G = sinng {i 228, C. + 1"[/% s/ on}
G,= cosng {r_l_j,.’ii_—/- 5/ C, + ks, o,;}
18 e | gitz—iot
19 9, = cosntpimc—ginz—l"'sn’C"n | ‘ ’ ’
H, =—cosng @:f l{r Vlc—:z-——l_"’-anl C,— z'en'On’}
B,= sinng’S f /1 {6”’ ¢’ — T—V;i_—_l s/ 0,,}

wobei wieder:
, e VE=E ., :
371. =2 V}_ - z(ﬁn _'7n)7
en’=03nl+7nl' .
Diese partikuliren Losungen sind die fiir uns allein in Be-
tracht kommenden.
Aus der Form der Differentialgleichungen (9) und (10) ist
nimlich ersichtlich, daB wir B und @ mit zwei verschiedenen
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trigonometrischen Funktionen ansetzen miissen. Es bleiben
also nur noch zwei weitere Ansitze wbrig:

Z = (c?s) npZ"”,

sin

R = (Sin)n p R,

0= (Z)nro”,

durch welche wir die Gleichungen (9) bis (11) losen konnten,
die aber fir unser Problem unzulissig sind, da sie zu sich
widersprechenden Grenzbedingungen fithren wiirden.

§ 8. Ableitung der transzendenten Gleichung aus den
Grenzbedingungen.

Wir betrachten jetzt einen geradlinigen leitenden beider-
seits unendlich ausgedehnten Draht (Medium 2) in einem homo-
genen Dielektrikum oder schlecht leitendem Medium (Medium 1).
&, Wy, k2 seien die Materialkonstanten des Medium 1, &, u,, &,2
die des Medium 2. Da die Dielektrizititskonstante & in den
Ausdriicken (16), (18) nicht explizite vorkommt, so wird man
sie mit den in denselben vorkommenden Koeffizienten ¢, nicht
verwechseln konnen. Diese Koeffizienten werden wir fir das
Medium 1 mit grofien, fir das Medium 2 mit kleinen Buch-
staben bezeichnen. ’

Die Drahtachse wiahlen wir als die z-Achse unseres
Koordinatensystems. Ist ¢ der Drahtradius, so ist

im Medium 1:

[IA

0

IIA

r=0,
im Medium 2:

r .

IA
A

Im Medium 2, wo r den Wert o annimmt, darf die
Zylinderfunktion keine andere als die gewohnliche Besselsche
Funktion sein, weil sie allein im Nullpunkte regulir ist.

Im Medium 1 hitten wir bei reellem Argumente die all-
gemeine Zylinderfunktion mit zwei unabhsngigen Konstanten

in der Form
ad, +b7%,,"
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oder, wenn' wir die Bezeichnung von Nielsen fiir die beiden
Hankelschen Funktionen tibernehmen, damit gleichbedeutend

¢ B+ VT,
gebrauchen konnen.

Bei reellem Argumente verschwinden aber die Zylinder-
fanktionen im Unendlichen nur wie r—*:, der aus (16) oder (18)
qu bildende Poyntingsche Vektor nur wie 1/r. Der Energie-
fAuB durch die Lingeneinheit einer unendlich entfernten Zylinder-
fsche wire also im allgemeinen von Null verschieden.’)

Da wir nun als Drahtwellen nur solche Vorginge be-
zeichnen wollen, bei welchen die Energie lings des Drahtes
stromt und in ihm als Joulesche Wirme verzehrt wird, die
aber mit keinerlei Ein- oder Ausstrahlung im Unendlichen
verbunden sind %), so werden wir dazu gefithrt, das Argument
der Zylinderfunktionen im Medium 1 als komplez anzunehmen.

In diesem Falle aber verschwindet nur entweder die erste
oder die zweite Hankelsche Funktion im Unendlichen und
zwar exponentiell, jede andere Zylinderfunktion wird unendlich.

Im folgenden werden wir das Vorzeichen von V&% — A%
so bestimmen, dafl der imaginsre Teil positiv wird, und unter A,
ohne zweiten Index die erste Hankelsche Funktion verstehen.
Die Feldkomponenten und der EnergiefluB verschwinden dann
im Unendlichen ebenfalls exponentiell, wir Laben also wirk-
liche Drahtwellen.

J ist in beiden Medien notwendig dasselbe®), und zwar
komplex. Die Welle pflanzt sich in der z-Richtung mit einer
gewissen Dampfung fort. ‘

Wir verfiigen jetzt iiber A und die vier Koeffizienten A, E,
im Medium 1, d,, s, im Medium 2. An der Drahtoberfiiche,
d.h. fir r = ¢ haben wir die Stetigkeit von €, €, 9, 9,
zu verlangen. Wir erhalten somit vier lineare homogene
Gleichungen in A, E, J, & durch welche diese bis auf einen

1) Vgl. A, Sommerfeld, 1 e. p. 249.

2) Losungen, die dieser Bedingung nicht geniigen, und die wir
daher nicht als Drahtwellen bezeichnen, werden in § 10 besprochen
werden, '

. 8) Dies folgt unmittelbar aus den Gremzbedingungen, die bei ver-
schiedenem A nicht fiir jedes » erfiillt werden kénnten. Vgl. A. Sommer-
feld, 1. c. p. 243. :
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gemeinsamen Proportionalitatsfaktor sich bestimmen lassen,
nachdem wir vorher A als Wurzel einer transzendenten Glei-

chung gefunden haben.
Der Ubersichtlichkeit halber fihren wir die Abkiirzungen ein:

19) Vi o=z, JRI—To=y.
Die Grenzbedingungen lauten dann:
() ¢4, H,() | = 0,70 (1)
b 8 )+ BIE, B ) = 20,7, + e k0,
20) k2 " : ke e T
9 LR ACE T Vo Tn )
Xy . in k2 ko? , s Ly
o Ba - e B = 0N W - s
Aus a) erhalten wir:
L -2
(20e) A= TEw %= 3T
und aus ¢)
bi* u bi* oy,
o [ R ot = 2
(..‘0 f) En z -Hn ((Z;) ”612 ’ En an (,y) /1_2-_; ?

wenn wir mit a, & den gemeinsamen Wert der rechten und

linken Seiten der Gleichungen a), ¢) bezeichnen.
Setzen wir diese Werte in (20b) bzw. (20¢) ein, so wird:

2 — o
. a;‘.eye
a =a.tn
) W B@ _ w L) ’
z H,@ y ()
(21) bzw.
k1 H @ k1 I
b) b=a i w7z Hw sy L)
n A x‘-’_y'l )
z* gt

Indem wir diese beiden Werte von & einander gleich setzen,
erhalten wir eine transzendente Gleichung zar Bestimmung

von A Dieselbe lautet:
anp (mz—ye)e___ (k;? 1 Bi@ k1 J/(?/))

22) 22yt w T B@ M Y Ja()
w @) e W

l . ‘ (T’E,T@T“ y Jn(y))’
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z und y haben dabei die in Gleichung (19) gegebene Be-
deutung, H, (z) ist die erste Hankelsche Funktion vom Index =z,
and das Vorzeichen von z ist so zu wihlen, daB sein imaginirer
Teil positiv wird. :

§ 4. Vorbemerkungen #iber die allgemeine transzendente
Gleichung (22).

Bevor wir zur Diskussion der transzendenten Gleichung
schreiten, wollen wir einige Bemerkungen vorausschicken.
Gleichung (22) zeigt ein verschiedenes Verhalten, je nach-
dem n=0 oder n>0. Fir n=0 zerfallt die Gleichung in

zwei einfachere :
W1 E@ _k1J®

(23) Py AR ELT)

und o uy
' m B @) _ e S

(24) o = H@ y IO

Gleichung (48) entspricht der Partikularlosung (16), in welcher
fir n=0 nur die Feldkomponenten €, €,, 9, vorhanden sind,
Gleichung (44) entspricht der Partikularlosung (18) mit den
Feldkomponenten €_, 9,, 9, Auch die Partikularlosungen (16)
und (18) zeigen ein prinzipiell verschiedenes Verhalten, je nach-
dem n=0 oder n>0. '

Fir n=0 nimlich liegt bei (16) die elektrische Kraft in
den Meridianebenen und die magnetische bildet Parallelkreise
€©=C, €. =29, Das ist der gewohnliche Typus der
Drahtwellen.

Bei (18) “dagegen sind die Rollen vertauscht (€ =C_,
=29, 9, Ich will den ersten Typus die elektrische Welle,
den zweiten die magnetische nennen.

Fiir n=0 sind also die beiden Wellen getrennt und fiir
sich existenzfahig, und ihre Diskussion filhrt zu zwei ver-
schiedenen transzendenten Gleichungen (28) und (24).

Fiir n >0 sind die beiden Wellen untrennbar miteinander
verkoppelt. Die sechs Komponenten von € und 9 konnen
nur alle zusammen existieren. Die zwei Partikularlosungen (16)
und (18) sind eigentlich nur eine Ldsung, indem (18) aus (16)
durch Drehung der (¢ =0)-Ebene um = /2n entsteht.

So fihren auch beide Lisungen (16) und (18) fur »>0
zu derselben transzendenten'Gleichung, und-es wird sich zeigen,
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daB die Wurzeln dieser Gleichung paarweise einander nahe
liegen, was man als eine Folge der Koppelung der elektrischen
und magnetischen Welle betrachten kann.

Von den in unseren Gleichungen vorkommenden Kon-
stanten ist 4,2 in sehr groBer Naherung rein reell und positiv.
Wir diirfen namlich, wo es keine prinzipielle Bedeutung hat,
die Leitfahigkeit des Medium I (Luft) ohne weiteres gleich
Null setzen, und es wird also: _

kz_,ulelco'z_ _cg_"’_ 27 \*
=T e T \e) V1)’

wobei I die der betrachteten Schwingungszahl entsprechende
freie Wellenlinge ist.
k,2 ist dagegen angenshert rein imaginir, also
k> = 2i R?, R>0,
{@=u+aﬁ

(25)

Es ist namlich

22— Uo G 02+ 20U G

2 ot *
Wegen der sehr grofen Leitfahigkeit der Metalle ist g, ¢, ©*
gegen LG ® verschwindend klein, wenn nicht eben o sehr
groBe Werte, wie bel Lichtwellen, erreicht, und so ist mit groBer
Nibherung p2_ iTuo

2 T 2

Was den Zahlenwert betrifft, so ist % ¢ bei Hertz schen
Wellen eine sehr kleine, |,j o eine sehr groBe Zahl

§ 5. Diskussion eines Grenzfalles.

Um einen Uberblick iiber das Verhalten unserer Gleichung
zu gewinnen, betrachten wir zunschst den Grenzfall eines un-
endlich gut leitenden Drahtes. Wir setzen also

, 0, =00, |k’ =c0.
Die Grenzbedingungen sind in diesem Falle
G=C,=0 firr=yo,
oder

Vlclz — 3 AH, (Vh2— 229) =0,

(26) Tkt — ; ) —

?ﬁE?QmW@—k@+w%@WW—Aw—&
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Fir n=0 haben wir nur eine Gleichung, nimlich

e VT 8, B, (R ) =0,
oder
(28) E, 1, (1//:1"' — A2 g) =0,

je nachdem wir die Losung (16) oder (18) betrachten.

Gleichung (27) erfiillen wir, indem wir Yk 2— 4% =0 setzen.
Wir erhalten somit eine allerdings degenerierte Lidsung, die
aber, sobald die Leitfahigkeit endlich wird, zu einer brauch-
paren, nimlich der von Sommerfeld gegebenen wird. Die
iibrigen Gleichungen (26) und (28) konnen wir durch diese
Annahme nicht befriedigen, weil H, fir z>0 im Nullpunkte
mindestens .einen Pol erster Ordnung hat. Die einzige sonst
mogliche Losung der Gleichungen (26) bis (28) ist:

H (Yh* =120 =0, E,=0,

A,=0, H'(Yh2—129) = 0.

Alles reduziert sich also auf die Frage, ob der Haupt-
zweig der ersten Hankelschen Funktionen Nullstellen hat.
Nur die Nullstellen dieses Zweiges waren brauchbar, weil sonst
das Feld im Unendlichen unendlich sein wiirde.

Wir ziehen den Greenschen Satz zu Hilfe und zwar fir
das Gebiet eines Kreisringes von den Radien @ und & in der
Form:

oder

2z b ) 2z 1%
dv du ‘
(29) do (uAv-—vAu)rdr=[ r(ua——v——)dcp’
Joof s el
und setzen
U= Hl,n
v = H, (Bricosny.
wobei H, , H, , die erste bzw. zweite Hankelsche Funktion
vom Index n bedeutet. Damn ist
Au=—cd*H ,(ear)cosng,
Av=—p2H, (Br)cosng
und der Greensche Satz ergibt, indem wir noch die Be-
ziehung (15) in der Form

(wr)cosng,

(80) d_(foT)' H («r)= ?”r— H (er)— H, i, (@)
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in Betracht ziehen:

31 (e __ﬂzf Br)rdr
=[wrﬂln+1( )[{z,n(ﬁ)_r’rﬂlm( 7) 2”+1(ﬂr]

Wir setzen jetzt
a=1 3 b= 00

Damit das Integral konvergiert, miissen wir noch festsetzen
Im (¢) positiv. =0,
Im (8) mnegativ = 0;

wir erhalten dann aus (31)

- {WL—ﬁuﬁzﬁaw%mwﬂrw
= “H; n+1( )H-Z,n(ﬁ) + ﬂHi,n(a)HZ,n+1 (ﬂ)
und mit Riicksicht auf (30) auch

@9) {Wﬂﬁf gryrdr
—eE @By, 6~ BE, @B, )

Es sei nun « eine Wurzel von H, , oder ', und § kon-
jugiert mit e, also =&~ Aus Gleichung (01) "des Anhanges
ist ersichtlich, daB S eine Wurzel von H,, bzw. H,’, sein
muB. Ferner sind H ,(¢r) uwnd H, (87), H1 n(“ 7) und
H,',(Br) bzw. konjugiert. Das Produkt H, ,(¢7), H, ,(57)
st also reell und positiv, und das Integral 'in (82) und (33)
von Null verschieden. Sind nun &, 8 weder rein reell, noch
rein imagindr, so ist die linke Seite von (32), (33) von Null
verschieden. Ist aber @ eine Wurzel von H, , oder H,',, so
wiirde die rechte Seite von (32) bzw. (38) gleich Null sein.

Somit haben wir bewiesen, da die Hauptzweige von H, ,
und H, , keine komplexen Wurzeln haben.

D1e reelle Achse interessiert uns zunsichst nicht. Frst
in § 11 werden wir auf Losungen mit reellem Argument ein-

gehen.

S
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Es bleibt also nur noch die imaginire Achse zu unter-
suchen. : o BER
Fiir =0 kann man die Nichtexistenz rein imaginirer
Nullstellen aus der Greenschen Gleichung fiir den Einheits-
kreis um den Nullpunkt direkt nachweisen. Da aber dieses
Verfahren fir = > 0 versagt, so machen wir folgende all-
gemeine Betrachtung. Durch Ausrechnung von H, ,(iz) und
H, ,(iz), wobei z reell >0, finden wir, daB

H,,,(iz) =—if,(2),

H1,1 f2)=—1 (@), : .
wobei £, (z),.f, () reelle, positive nur im Unendlichen und zwar
exponentiell verschwindende Funktionen des Argumentes z sind.

Aus der Funktionalgleichung

G @ =2 0@ = @)

n

folgt dann unmittelbar, daB:

v H L ({2)= [, (@),
wobei £, (z) eine £, und f; &hnliche, also ebenfalls im End-
lichen nicht verschwindende Funktion ist. In #hnlicher Weise
konnen wir beweisen, daB auch die Ableitungen H,’, keine
positiv imagindre Nullstellen haben. Die einzige Nulistelle des
Hauptzweiges von H, und H, ist eine uneigeniliche, im Unend-
lichen gelegene.

Somit ist bewiesen, daB bei unendlicher Leitfahigkeit des
Drahtes Drahtwellen in unserem Sinne unmdoglich sind. Wir
haben nur zwei uneigentliche Moglichkeiten, die Gleichungen (34)
bis (36) zu befriedigen, indem wir A =k, oder A = 00 machen.
Brst durch die endliche Leitf ihigheit werden eigentliche Losungen
dieser @leichungen moglich. -

Zu demselben Resultat gelangen wir auf anderem Wege,
wenn wir, statt die aus den speziellen Grenzbedingungen ab-
geleiteten Gleichungen (26) bis (28) zu betrachten, die all-
gemeine transzendente Gleichung (22) fiir den Grenzfall ¢, = cc,
k,? = ico diskutieren.

" Es ist dann bei endlichem A y=go#, und (22) wird nach
Division durch %,: ' :
I (@) (__
Jn(¥)

wm Bl @ we J,.’(?/)) =0
z H, @) y Sy
Aunalen der Physik. IV. Folge. 30. 60
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Eine Losung wire J,' (3) = 0, also y gleich einer Waurzel von J).
Diese Wurzeln sind aber alle reell, und es wire also

'? . 9
O

Al =

entgegen der Voraussetzung.

. Fine andere Losung von (42) wire

w B@ o )
z H, () Yy )

Fiir alle endlichen z bleibt die linke Seite endlich, fir z=0
wird sie unendlich. Rechts ist aber y =oo, es muB also
J (y)=0 sein. Die Wurzeln von J,(y) sind alle reell, und
so ist wieder A =00.- ‘
Nur fir n=0 und fir die Losung (16) haben wir die
Gleichung
B 1 H'@ _ k1 L@

W o @t ¥ @)

also fir &, =00 _
x Hy(x) _
By @) R
welche die Losung z =0, 2 =~#, hat.

Damit haben wir die beiden vorher genannten uneigent-
lichen Liosungsmoglichkeiten wieder gefunden. Wir sehen, daB
die Losung (16) fir n=0 (elektrische symmetrische Welle)
sich ganz anders wie die iibrigen Losungen verhalt. Wahrend
nimlich bei den anderen Wellentypen simtliche Waurzeln der
transzendenten Gleichungen ins Unendliche verschwinden, so
bleibt bei der elektrischen symmetrischen Welle auch im Falle
der unendlich groBen Leitfahigkeit eine Wurzel im endlichen,
welche uns eine Fortpflanzung mit Lichtgeschwindigkeit liefert.

Aus diesen beidén uneigentlichen Moglichkeiten fiir 2, =00
entwickeln sich die eigentlichen Losungen bei Endlichem k,
kontinuierlich: Aus der uneigentlichen Losung i=4#, ent-
stecht bei-endlicher Leitfahigkeit die eine ,,Hauptwelle“ vom
elektrischen symmetrischen Typus, aber auch die Wurzeln aus
dem Unendlichen gewinnen bei endlicher Leitfahigkeit eine
reale Bedeutung und liefern uns die allen Typen gemeinsamen
,Nebenwellenserien‘. '
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§ 6. Die elektrisdhen (symmetrischen) Wellen.

Elektrische Welle. nenne ich, wie schon im § 4 gesagt
wurde, die partikulire Losung (16) fiir n=0, also diejenige
Losung der Maxwellschen Gleichungen, bei welcher nur die
drei Feldkomponenten €,, €, und §, von Null verschieden sind.

In diesem Falle haben wir nur mehr zwei Grenz-
pedingungen, die der Stetigkeit von €, und §, fir r=yo, die
gur Gleichung (23) fiihren.

9) R

Eine genaue Losung dieser transzendenten Gleichung
wurde von Sommerfeldl) folgendermaBen gefunden.

Die experimentelle Tatsache, daB die Phasengeschwindig-
keit der beobachteten elektromagnetischen Wellen nahezu gleich
der Lichtgeschwindigkeit, und die Dimpfung gering ist, weist
darauf hin, daB 22 sich von %% sehr wenig unterscheidet.

A und z=Vh?— 2% sind also sehr klein,

y =Vk? — 129 ~ k¢ sehr grob.
"Fihren wir in Gleichung (28) die durch die Formeln (50)
und (55) des Anhanges gegebenen Naherungswerte ein, so er-
halten wir eine Gleichung von der Form

(84) zlgz ==z,

wobei z eine sehr kleine komplexe Konstante ist. Diese Glei-
chung hat Sommerfeld durch ein eigentiimliches Naherungs-
verfahren gelost, und der Losung entspricht, in Uberein-
stimmung mit den Beobachtungen, eine Phasengeschwindigkeit,
die etwas kleiner als die Lichtgeschwindigkeit ist, und eine
sehr geringe ortliche Dampfung. '

Durch besondere Wahl des Drahtes (geringe Leitfahigkeit
und sehr kleiner Durchmesser) kann man bewirken, daB bei
kleinem z auch y klein wird. Dannhaben wir fir J7(y)/J(y)
den Naherungswert fir sehr kleine Argdimente einzusetzen.
Die urspriingliche G1e1chung reduziert sich wieder auf die
Form (34), und der Losung entspncht eine von der Licht-

1) A. Sommerfeld, Wied. Ann. 67. p. 233. 1899.
. 60*
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geschwmd1gke1t etwas mehr abweichende Phasengeschwindig-
keit und eine groBere Dampfung.

- Diese Ligsung wollen wir die Hauptlésurg der Gleichung (23)
nennen, und auch bei der Diskussion der dbrigen transzen-
denten Gleichungen werden wir unter Hauptlosung eine solche
verstehen, fiir welche z sebr klein ist, d. h. die Phasen-
geschwindigkeit in der- Nahe der Lichtgesch‘windigkeit liegt,

und die Dimpfung maBig ist. :
' AuBer dieser Hauptlosung hat unsere Gleichung eine sehr
groBe Serie von Wurzeln, denen im Sinne des § 8 wirkliche
Drahtwellen entsprechen. Diese Wellen wiirden aber kaum
zu beobachten sein, da sie, wie wir sehen werden, ungeheuer
gedaimpft sind.

Nehmen wir nimlich an, es emsﬁeren solche Liosungen
der Glemhung (48), fiir welche y zu einer maBigen Zahl wird.

Es ist dann:

2 v .
Babio e YIS,

¢
und da wir klz gegen k2 unbedenklich streichen diirfen,
z=0Y—h’0*+y%.
Gleichung (28) wird bei Beriicksichtigung von (57c¢):

e By _1J,
whVeig—y Y JW)

Die linke Seite ist eine sehr kleine Zahl, und so redumert
sich unsere Gleichung in erster Niherung auf

(35)

L J@ _
J(y) Ja
oder
Iy =0.
bmd w, die Nullstellen von J'(y), so ist
38) 3= Ryt 2

wobei der Wert w, =0 offenbar auszuschheBen ist.

Die Nullstellen w, liegen auf der reellen Achse und
wachsen mit’» tiber alle Grenzen. Wenn dabei auch die An-
nahme eines maBigen y nicht mehr zutrifft, so sieht man doch
aus Gleichung (385), daB auch fiir sehr groBe y. die Losungen
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der transzendenten Gleichung mit groBer Naherung durch die
Nullstellen von J”(y) = O gegeben werden. : o

Ist namlich 2 sehr groB, sowohl gegen z wie gegen y, sO
reduziert sich unsere Gleichung auf

I@) gkt 1

=2 —_——

J (@) k* l/ k? o* ’
. 1—-—

Y

87)

oder in erster Naherung wieder
Jy)=0.

Aber nicht allen diesen Wurzeln entsprechen physikalisch

mogliche Drahtwellen. Die erste Bedingung namlich, der die
Losungen der transzendenten Gleichung unterwerfen sind, ist,
daB sie fir z einen Wert mit positiv imaginérem Teile geben.

Schreibt man nun Gleichung (37) in der Grenze fir sehr
groBe y in der Form: - o

7 k2

(38) tgy =) =—igm

und beachtet, daB kf einen sehr kleinen, aber doch end-
lichen und zwar positiven reellen Teil hat, so daB die rechte
Seite von (37) einen negativ imaginiren Teil hat, und ferner,
daB der imaginire Teil von tg(z) das Vorzeichen des imagi-
niren Teiles des Argumentes hat, so sieht man leicht ein,
daB die groBen Werte y in Wirklichkeit nicht rein reell,
sondern komplex mit regativ imaginfirem Teile sind. Da nun
bei wachsendem y der Unterschied »—y gegen Null konver-
giertl), so hat von einem geniigend groBen Werte y an auch
z einen negativ imagindren Teil.

Die erste Hankelsche Funktion wird dann im Unend-
lichen unendlich, die Losungen sind also physikalisch unzu-
lissic. Nur eine endliche Anzahl von Losungen fithrt zu
einem moglichen Vorgang. Wenn hiernach das Abbrechen
der Serie nicht in Zweifel gezogen werden kann, so bleibt
doch der physikalische Grund davon ziemlich dunkel, um so
mehr, als die Stelle des Abbrechens durch die Dielektrizitéts-
konstante des Drahtes bestimmt wird. '

1) Das in sich unbestimmte Vorzeichen von ¥ habe ich derart be-
Stl,mmt, da8 lim, _(y—)=0: Bei einer -anderen Wahl des Vor-
zeichens bleibt das Endresultat der Betrachtung ungedindert.
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Diese Wellen wollen wir Nebenwellen nennen, und konnen
ans dieselben am besten anschaulich machen, indem wir y
durchwegs als reell, %,? als rein imaginir annehmen.

Die Werte
y
z=]/k22—-z—2=a+/3i
A liegen in der komplexen Ebene auf dem
& Halbaste der Hyperbel
i . 1
ﬁ aﬂ:R (R= 1—/—5—“’.2!)7
X\ welcher im Punkte « + Bi=Fk, beginnt
‘ Fig. 2. und die positiv imaginére Achse zur

Asymptote hat.
Die Abhsingigkeit des Feldes von z und ¢ ist von der Form

e—twttiltz ='e—i(mt-—az) e— Bz,

Die Phasengeschwindigkeit » wird gegeben durch:

ist also dem reellen Teil von A umgekehrt proportional. Der
imaginare Teil von 4 gibt uns ‘direkt die drtliche Dampfung.
Aus dem sehr groBen Werte von k, ist ersichtlich, daB fir
die ersten Nebenwellen die Phasengeschwindigkeit sehr gering,
die Dampfung dagegen sehr grof ist. Mit wachsender Ord-
nungszahl der Welle wird die Geschwindigkeit und auch die
Dampfung immer groBer. SchlieBlich wiirden sie beide un-
endlich werden, wenn nicht, wie wir schon gesehen haben,
die physikalisch zuléssigen Waurzeln im Endlichen abbriichen.

§ 7. Die magﬁetischen (symmetrischen) Wellen.

Unter diesem Namen verstehen wir die partielle Lidsung (18)
fir =0, die Losung also, fir welche €=C,, 9=29, .-

Die Grenzbedingungen (Stetigkeit von €, und 9, fir r=0)
fiihren zur transzendenten Gleichung (24):

v By (@) _ s Q)

(24) Z H@ vy I
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. Zunschst wollen wir untersuchen, ob diese Gleichung eine

Hauptlosung in dem im vorigen Paragraphen definierten
Sinne hat. :

Es sei also z sehr klein, wobei bei gewdhnlicher metalli-
scher Leitung und nicht zu kleinem Durchmesser des Drahtesy
groB sein wird. :

Unter Anwendung der Formeln (27) und (31) erhalten wir
dann aus (44): _

Plg S =ik o

oder auch

eo\y, (o) 4 P ot
(T)‘g<z>—“—“‘ LYo

)

o ist dabei die durch (58) definierte Zahl, also in der Nahe
von —¢.

Die rechte Seite der Gleichung ist wegen %, sehr groB,
and es ist ohne weiteres ersichtlich, dab sie von keinem kleinen
Werte z erfillt werden kann, wenn wir unter lg den Haupt-
logarithmus verstehen. : ‘

Eine Hauptlosung der transzendenten Gleichung existiert
nicht.

Da dieser SchluB hier nur aus den Naherungsformeln fiir
kleines z gezogen ist, sei ausdriicklich noch auf §5 verwiesen,
wo wir streng gezeigt haben, dab es keine Liosung der Glei-
chung geben kann, fir die z bei unendlich wachsendem £,
endlich bleibt. Eine Hauptlosung existiert also auch in diesem
erweiterten Sinne nicht, es bleiben nur solche Losungen, die
wir nach & 6 als Nebenwellen zu bezeichnen haben.

Wegen der besonderen Auszeichnung der magnetischen
Kraft in diesem Wellentypus ist es nicht ohne Interesse, zu
untersuchen, wie die Verhaltnisse bei einem Drahte mit groBer
magnetischer Permeabilitat liegen. Es zeigt sich aber, daB
auch bei giinstigster Wahl des Materiales und der Draht-
dimensionen die Verhaltnisse sich nicht wesentlich andern.

Die Serie der Nebenwellen erhalten wir &hnlich wie bei
der Gleichung des vorigen Paragraphen.

Es sei namlich y maBig, = groB. Setzen wir dann

—igh=igh, mar=i
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so erhalten wir aus (44):

Y @) e ok
Rechts steht eine sehr kleine Zahl wegen %,, und so liegen
auch hier wie bei Gleichung (24) die Wurzeln in der Nahe
der Nullstellen von J”(y) und es ist also wieder angenshert

(39) v 212 i kzz — 2:;;2 .

Bei wachsendem x wichst w, ins Unendliche. Um zu
sehen, ob die Beziehung (49) auch fiir diesen Grenzfall gilt,
nehmen wir y als groB gegen ok, Es ist dann z=y?) und
*Gleichung (44) wird: "

J (@) =t
J () Yo
oder
tg(y—§) - —id:-

y hat in diesem Grenzfalle einen negativ imagindren Teil, und
da sich z von y unendlich wenig unterscheidet, so sind diese
unendlich entfernten Wurzeln auch hier, wie bei den elek-
trischen symmetrischen Wellen physikalisch unbrauchbar.

Die Serie bricht im endlichen ab; auch sonst verhalten
sich diese Nebenwellen, was Dimpfung und Geschwindigkeit
anbetriftt, shnlich wie die elektrischen symmetrischen Neben-
wellen.

§ 8. Die unsymmetrischen Wellen.

Betrachten wir jetzt die allgemeine transzendente Glei-
chung (22) fir n>0. Dieselbe lautet:
i (Eel) - (WL Ee k1A
I Py \m o Ho@  w Y -Jn(y)>
(M_1 H' (@) _ # Jn’(y))
s Hy(@ y S

(22)

und ist fir das Verhalten sowohl der partiellen Losung (16)
wie auch der partiellen Ldsung (18) maBgebend.

Wir wollen such hier zunichst untersuchen, ob die Glei-
chung eine Hauptldsung in unserem Sinne hat.

1) Vgl die Anmerkung p. 925.
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Die Annahme z klein, y groB fithrt bei Beruckswhtlgung
der Naherungsfmmeln des Anhangs zur Gleichung:

() = (B B ) (- e )

Streichen wir z? gegen y® und p,%/ok, gegen p, n /.rz,
so erhalten wir:

w2 kP 1A
m‘l . $2 e H?
und 1ndem wir den Wert von A? _
;u = k 2 - _.'
- 9 .
einsetzen:
. Pt
n=1tohk, —
9 2

Unsere Annahme hat zu einer widersinnigen Bestimmung
von n gefithrt. Eine unsymmetrische Hauptwelle In unserem
Sinne existiert also nicht.

Die Serie der Nebenwellen finden wir genau wie in
886 und 7.

Wir nehmen an, y sei mibig groB also 4% ~ %2 und
,’I,‘ ~ Zk @

Indem wir die Naherungsformeln des Anhangs beniitzen
und » gegen z vernachlissigen, erhalten wir aus (22):

ntk? . (k 7 k1 J’(J))(mz Us J’(y,)

¥ 7&"_7&77 @) Ty Ja)

Tn der ersten Klammer diirfen wir das erste Glied, welches
sowohl wegen %, im Zahler wie auch wegen = im Nenner
sehr klein ist, gegen das zweite streichen, allerdings unter der
Annahme, daB das zweite Glied nicht auch sehr klein ist, oder
| daB 4 y nicht ganz dicht neben einer Nullstelle von J'(y) liegt.
In der zweiten Klammer streichen wir unter derselben
Annshme das erste Glied gegen das zweite Glied. Somit er-
halten wir in erster Niherung

oder ‘
(40) Iy

!
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} : - woraus wir zugleich sehen, daB unsere Annahme betreffend y
richtig war.
Diese (leichung 16sen wir am bequemsten folgendermaﬁen
Aus den Funktionalgleichungen (15) entnehmen wir un- .

mittelbar:
: LI/ ) RC/ P )
‘ PEEAD) @)
v n Jn,(y) . J;x+1(y)
{ j oy R @
b und so wird Gleichung (40):

Juz1(y)=0,

wodurch nebenbei bewiesen ist, daB simtliche Wurzeln der
geniherten Gleichung (40) reell sind. y wird also durch die
Nullstellen von J,.1 gegeben.
l - Nicht so einfach, aber viel lehrreicher ist die graphische
Liosung. Da wir jetzt nimlich wissen, daf die Wurzeln reell
sind, so konstruieren wir fiir reelles y die Kurven:
_ Jd

T=7 ®)
Die Abszissen ihrer Schnittpunkte sind die gesuchten Lisungen
der Gleichung (40).

Die erstere ist eine aus mehreren Asten bestehende Kurve,
welche die Geraden y = a, ., wobei a, , eine Nullstelle von J,
ist, zu Asymptoten hat und die Y- Achse an den Nullstellen
von J'(y) schneidet. Fiir groBe y verhilt sie sich wie

—tg(y-— 2%4—!—1 %)
Die zwei letzteren sind Hyperbelaste.

Fiir »n = 4 z. B. erhalten wir nebenstehende Figur. Die
Wurzeln liegen auf der y-Achse
je zwei nebeneinander, ein Um-
stand, den wir schon im § 4
erwahnt haben.

o Unter Benutzung dieser

Ngherungswerte konnte man
- leicht aus der urspriinglichen
Gleichung genauere berechnen,
was aber zwecklos wire.

und Y=i1;-.

1
i
1
1
1
1
1
:
[
i
i
i
]
5
I
i
1
|
i
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SchlieBlich wollen wir wie in den zwei vorigen Paragraphen
die unendlich fernen Wurzeln bestimmen, indem wir y? als
groB gegen k,* annehmen. Es ist dann

y=2z= ioh,

———%gg=z und xz—y2=k12—k22=—k22.
Unsere Gleichuﬁg (22) wird: :
Rl ____(k,%' RO ( . J,,’(y)).

N Jn(y)) SRR A

Im Grenzfalle y = co wird die linke Seite gleich Null.
Die Gleichung wird erfillt, indem wir die erste oder zweite
Klammer rechts zu Null machen. Wir erhalten also die
beiden Gleichungen .

L) _ ;e R

Jn (@) - uy ke®
und
J,,,’ (y) =1 L‘l_ ,
- ) 2

welche den zwei Gleichungen (23) und (24) vollstindig analog sind.
Wir konnen sie auch folgendermafen schreiben:

2n +1 ——.ﬂ}_kls‘
tg(y_ 4 ﬂ>— l['"x/‘zz’
2n+1 .My
t ( — 7) = —i e
gl\Y 1 s

Daraus ist ersichtlich, wie in den §§ 6 und 7 naher ausein-
andergesetzt wurde, daB die Wurzeln der ersten Gleichung
einen kleinen negativ imagindren Teil haben, die der zweiten
sogar einen betrichtlichen. 'Sie sind also als physikalisch un-
brauchbar auszuschlieBen.

Hieraus folgt zugleich, daf die fir kleine y paarweise
dicht nebeneinander liegenden Wurzelpaare, bei wachsender
Ordnungszahl weiter auseinander riicken. '

Die Koppelung der elektrischen und magnetischen Welle,
welche fir die mafigen y sehr eng ist, wird namlich bei
wachsender Ordnungszahl der Welle immer lockerer, indem
die linke Seite der Gleichung (22), das eigentliche Koppelungs-
glied der beiden Wellen, immer kleiner wird und schlielich

verschwindet.
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In bezug.auf Dimpfung und Geschwindigkeit verhalten
sich die unsymmetrischen: Nebenwellen genan wie die sym-
metrischen.

§ 9. Numerische Beispiele und graphische Darstellung des Feldes.

Bei den in diesem Paragraphen behandelten Beispielen
kniipfen wir, um den Vergleich zu erleichtern, an die schon
erwiahnte Arbeit von Sommerfeld an. _

Als erstes Beispiel wihlen wir einen Kupferdraht von
4 mm Durchmesser bei einer Schwingungsdauer = = 107° sec.

~ Es ist also:

Wellenlinge in -Luft:

Gy = 4T 0o mg- ¢ = 47¢%.5,83.107%,

2 n? . . '
hy? = O—ZT -+ ia—j? =—§E.W +i4%.5,83.107%.25.10°
—i.2.(27)?.5,83.10° = 2R2;,
B=(+9R,
wobei
R =51.108,
QR = 5,2.107.

Bei diesem Drahte ist A fiir die symmetrische elektrische
Hauptwelle nach der Berechnung von Sommerfeld?) in etwas
geinderter Bezeichnung:

A=hk{1+27.1075—-8:107%
= 2{1+27.1073 - 871077, S

1) A. Sommerfeld, Lec. p. 261. Die Sommerfeldschen Zablen
sind nicht ganz richtiz. Doch sind die Fehler, die davon herrithren, daB
Sommerfeld in seinen numerischen Rechnungen die Eulersche Kon-
stante mit dem unrichtigen Vorzeichen genommen hat (vgl. W. B. Morton,
Nature 63. Nr. 1619. p. 29), so gering, daB ich wohl hier die urspriing-
lichen Zahlen angeben darf.
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Daraus ergibt sich die Phas‘engeschwindigkeit‘l):‘

8z _ e e _ o 5
V=% = %0 = i il 27.107%,

also nahezu Lichtgeschwindigkeit. ‘

Die Dampfung ist auBerst gering. Die Welle wird erst
nach Zuriicklegung eines Weges von 1,6.10% cm = 1,6 km
‘ auf den et Teil ihrer Amplitude gedampft.

Betrachten wir jetzt eine von den Nebenwellen, sym-
metrische oder unsymmetrische_{ ’ '

' Wegen des ungeheuren Wertes von k,? diirfen wir ohne
weiteres fiir die ersten, am wenigsten gedampften ‘Wellen
setzen: ' ’
: A=k, =(1+0R.

Die Phasengeschwindigkeit ist:

_8x _ @ _ 06 = 10-3
v= 3% = ot —1,23.10° = c.4,1.107%,

also kaum 123/, km pro Sekunde.
Die Geschwindigkeit selbst ist von derselben GrdBen-
ordnung wie die Abweichung von der Lichtgeschwindigkeit bei

der Hauptwelle. : oL
Der Dampfungsfaktor ist e—51.10z  Nach Zuriicklegung

einer Strecke
Az =

1 -
51105 0,2.107% cm = 0,002 mm

ist die Welle schon auf 1/e geddmpit. :

Unter diesen Umstinden ist es selbstverstandlich, daf die
Nebenwellen nicht beobachtet werden. ‘

Wir wollen jetzt den Verlauf der Kraftlinien bestimmen,
und zwar fir = 3= 0. v

Da die Kraftlinien Raumkurven sind, so missen wir ihre
Projektionen auf die Ebenen z7 und 7 ¢ konstruieren. -

Zur Koeffizientenbestimmung brauchen wir zunichst die
durch die Gleichungen (21 a, b) definierte GroBe 5. Die beiden
Ausdriicke sind vermoge “der transzendenten Gleichung iden-
tisch. Wir berechnen & aus (21a).

1) Sommerfeld hat den Ansatz ot it sfatt e~ i@t und so ist
bei ihm die Geschwindigkeit negativ. I

[
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Tndern wir y gegen @ streichen, H (@) H, (=), I, QIEAC))
durch ihre Nizherungswerte ¢ nfy ersetzen and p, = gy =
setzen, erhalten wir:

b=at— ,1 = —ia.
1y

29

rn

In zweiter Naherung ist
b=—iafl +(1—29&;

wobei & eine sehr kleine positive Zahl von der Grofenordnung

|z |—1 ist. ,
Fir das Feld auBerhalb des Drahtes brauchen wir die
Koeffizienten A und E, welche nach (20e) zueinander in der

Beziehung stehen:

Da das Argument der in den Ausdriicken (18) vor-
kommenden Hankelschen Funktionen:

Vk12—12%=a:f9—, o=r< ™
sehr grof ist, so diirfen wir die angendherten Formeln (57)

anwenden. ‘
Wir setzen also, da hinreichend genau zjo=id=0E—1)

H (V&= 127) A —a+orr

_ Vr

B, (JRT= ) = immem G IR,
=

In (16) haben wir noch den Faktor eitz—iwt Setzen wir
auch hier fir A den angeniherten Wert (1 + i) B ein, so er-
halten wir als gemeinsamen Faktor der Ausdriicke (16):

R:

4 ot (-DERi=(1+DET = _‘A'_e—R(é+r).e—i¢’
r : . ra

wobei
O=Rr—2+wt.

A ist. eine komplexe Konstante upd der Einfachheit halber
bestimmen wir A aus der Gleichung ' ‘
4d.A=1.
So erhalten wir fir die Feldkomponenten nach einigen
einfachen Rechnungen, indem  wir den reellen Dampfungs-
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faktor ¢-2¢+7]}r weglassen und zum reellen Teil iibergehen,
folgende Ausdriicke, in denen w eine Warzel der Gleichung
AL | |

. n
Ja (@) =+

bedeutet.
.
§,=—cosng {5,2 . 10fcos @ + 100 %—sin cb}

€ =—cosng {5,2 .107sin @
+ [_2_"_’“1_ 5 w? 10—3} 5,1.10° cos 0} -

2r

€, =—sinngp{52.107sin @
’ 4 [E%;tl+§.1o4] 5,1.10° cos &} -

§, = 0.sinng{s1.10%cos @ —5,1.10°sin B},
%, = Q.sinng{5,1.10%sin @+ 5,1.10° cos B},

9, =— 2.cosmg {_’:-sin @ + 4,4.107% cos cp}. ‘
g ist, wie schon gesagt, eine positive GroBe von der Ord-
nung 107% und

,_ 2By, 0B
,‘Q"'4,4'10' ©

Die Kraftlinienbilder konstruieren wir, indem wir fiir ver-
schiedene Punkte der zr- bzw. rg-Ebene die Richtung der

in die Ebene fallenden Komponenten der Kraftlinien bestimmen.
Wir erhalten némlich: "

E _l+otgd Gy _ te @ +y
G  pf+wed’ @,—tgn¢tg¢+5’
$ _ w0+l Do __cotnglEIES
e —tgd-—1 o cobn @G-t

& By 7, 0,1 & sind sehr kleine aus den vorstehenden Werten
von € und 9 leicht zu berechnende Zahlen.

Es ist wohl iiberfliissig, die Formeln fiir das Innere des
Drahtes anzugeben. Es -sei nur hervorgehoben, daB das
Argument der Besselschen Funktionen y(r/g) mit sehr groSer
Niherung rein reell ist. ‘ ’

Ity et v T BTN Y
RTINS E PR L
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Vergleicht man Fig. 4 (Nebenwelle) mit dem von Sommer-
feld?). gegebenen Kraftliniendiagramm der Hauptwelle, so be-
merkt man einen sehr groBen Unterschied. Bei Sommerfeld
namlich verlaufen die geradlinigen Kraftlinien im Auflenraume
fast senkrecht zur Drahtoberfliche, im Inneren des Drahtes
dagegen sind sie stark nach hinten geneigt.

9

([llZlLﬂly -

Z

Forl/;/

Tn unserem Falle haben wir das Gegenteil. Im AuBen-
raume sind die geradlinigen Kraftlinien nach vorn geneigt, so
daB sie mit der Drahtachse einen Winkel von 45° bilden,
and im Inneren stehen sie senkrecht zur Oberfliche.

Einen anderen wichtigen Unterschied haben wir in bezug
auf das radiale Abnehmen der Feldstirke zu konstatieren.

In der Hauptlosung der symmetrischen elektrischen Glei-
chung ist niimlich z klein, y sehr grof und komplex. Im
AuBenraume, wo wir die Funktionen H, ,, H,/, mit dem
Argument z(r/g) haben, ist die radiale Abnahme des Feldes
sehr gering. Im Inneren haben wir Besselsche Funktionen
mit dem Argument y(r/g), und die Feldkomponenten haben
in der Nahe der Drahtoberfliche, wo wir die Naherungsformeln
fir groBe Argumente anwenden diirfen, den gemeinsamen

Faktor:

e—Rle-7 s
wobei

o1
3—7—2“1’*2.1-

1) L e. p. 285.
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(Das ¢ im Exponenten. kommt vom Koeffizienten ‘her). Wir
sehen daraus, ddB das Feld nach dem Inneren des Drahtes
zu mit groBer Schnelligkeit exponentiell abnimmt, der ganze
Vorgang beschrinkt sich auf eine sehr diinne Oberflachen-
schicht des Drahtes. Dies ist der bekannte Skineffekt.?)

Die Nebenwellen verhalten sich auch in dieser Beziehung
ganz anders.

z ist jetzi groB und komplex, y maBig und reell. Die
beiden Medien haben sozusagen ihre Rollen vertauscht. Im
AuBenraume nimmt das Feld radial wie H z%) ab, d. h.

wie ¢~ 27, genau wie bei der Hauptwelle im Inneren.
Im Inneren des Drahtes dagegen ist das Argument der
‘Besselschen Funktionen nahezu reell, die Funktionen ver-

V%

PALAA )/ \ A

Ao

i 4

s o * T T ny=0 -7 I
€y x -2 S, * T -2

halten sich der Hauptsache nach wie trigonometrische Funk-
tionen. Der Skineffekt fallt ginzlich aus. Man kann die
Sache vielleicht so erklsren, daB wegen der recht geringen
Fortpflanzungsgeschwindigkeit das Feld Zeit genug hat in das
Innere des Drahtes einzudringen. Die eigentliche Erklirung
aber liegt in der Gleichberechtigung der beiden Medien.:

Bei der Hauptwelle sind die Eigenschaften des umgeben-
den Mediums hauptsichlich fiir den Vorgang maBgebend, bei
den Nebenwellen die des Drahtes selbst. Man muB sich vor-
stellen, daf unsere Diagramme 3 sich mit konstanter Ge-
schwindigkeit im Sinne des Fortpflanzungspfeiles fortschieben,
wobei sie die mehrfach hervorgehobene starke Dampfung er-

1) Vgl. A. Sommerfeld, I e p. 278.
Annalen der Physik. IV. Folge. 30. - 61
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leiden. Beide Diagramme entsprechen demselben Zeitpunkt.
Die Phasen von € und sind also dauernd um eine viertel
Wellenlsnge gegeneinander verschoben.

Die Figg. 5 und 6 zeigen sunichst die Unterteilung des
Feldes in eine hier grof gewdhite Anzahl n von gleichen
Segmenten; sie sind speziell fir diejenige Ebene r, ¢ kon-
struiert, die in Fig. 4 durch die punktierte Linie angedeutet
ist. Die Phasenverschiebung der €- und $-Linien kommt
auch hier zum Ausdruck. Beide Diagramme wandern mit der
Zeit nach dem Inneren des Drahtes hin.

Ich mdchte noch dazu bemerken, daB sie nur scheinbar
der Divergenzbedingung widersprechen. Man muf namlich
nicht vergessen, dafB die gezeichneten Kurven keine Kraftlinien
sind, sondern die Projektionen von Elementen verschiedener
Kraftlinien.

Wir wollen kurz fir ein zweites Beispiel Geschwindigkeit
and Dampfung der Nebenwellen bestimmen, um noch einen
Unterschied zwischen Nebenwellen und Hauptwellen hervor-
zuheben.

Wir kniipfen an das zweite, dritte und vierte Beispiel von
Sommerfeld?) an und betrachten Platindrihte von */10000 */100
bzw. 4/,, mm Durchmesser bei einer Schwingungsdauer

= 31078,
Tn diesem Falle ist -
w=191.10°, &, =(1+194n. 144.
Als Abweichung von der Lichtgeschwindigkeit findet Sommer-
feld im ersten Falle 0,25.c= 75000 km, in den fbrigen

3000 km bzw. 300 km. )
Die Wellen werden auf den e* Teil ihrer Amplitude
gedampft nach Zuriicklegung eines Weges von 16,5 cm, bzw.

10 m und 114 m. ,
Betrachten wir die erste symmetrische elektrische Neben-

welle.
Wir haben y gleich einer Wurzel von J, zu setzen. Die

erste Nullstelle von o, ist w = 3,83.

1) L . p. 266, 269.
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Es ist also fiir die érste Nebenwelle:

A2 — R (3_,8:%_)“_
2 e

L o= 10200 mm—2 1074 cm:
—(1+41,81.108— {383} 108

=_{383} 109{1—(1+2)5 1079},
=i 2021081 — (1 + 12,5.1079,

x=1/k12_/12=m=i’§i1o4{— +(1+925. 10—6}

~ z hat einen positiv imaginiren Teil, die Losung ist physikalisch

moglich. Geschwindigkei:

dx @ 1,91.10° 101
Ve — = e = 4,101,
T Y 3283 sa0e | B

Die Phasengeschwindigkeit lings des Drahtes ist Uberlicht-
geschwindigkeit. Diese Geschwindigkeit ist aber nicht die
wirkliche Geschwindigkeit des Energieflusses sondern grdBer,
wegen der Neigung der Kraftlinien. Die wirkliche Phasen-
geschwindigkeit ist
v.5in 45° = —— = 2,82.10%,

| | V2
also Unterlichtgeschwindigkeit.

Der Dampfungsfaktor ist

383 888 .

Die Welle wird nach Zurﬁcklegung der Strecke

Az—m 10_4_ 5 15 10_5 cm

auf 1/e gedampft.

2
II. Q=Wmm_21030m

2= (149)1,81.10% — (333) 1108

= —(1,91)2.108{1 — (1 +4)5.1074,
: 61%

(e
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’ A=14.1,91.10%{1 — (1 44 2,5.1074,

; z=id=191.10%{—

V="

®G) . 1,91.2,5.10°

\ Dampfungsfaktor: e 1% -1% also

) o Az =227 _515.10 em.

V=

1,91

II1. g=—120—mm=2.10"2cm:
8,83 \?
—(1+41)1,81.105 — ( : ) 104
o — (1,91)2.104{1 — (1 + §)5.107%,
A= i1,91.10%1 — (1 + 1).2,5.1073,

2 =id=191.102{—1+(1 +7).25.107%,
1,91 . 10°

= 4.108,

S’R(l) 1,91.2,6

‘ ' Dampfungsfaktor e~ 191102 algo

14+ (1 +4)25.1074,

1.10°
191.10° 4 q09,

£ e g‘é‘«

2
{ dz =307 =515.10"% cm.
! 1,91
Die numerischen Resultate fassen wir in folgender Tabelle
{ zusammen.
. Hauptwelle
[ g 14 } A4z 1 Jm (y)
:=10"° Cug=02 | cf1—8.10} | 1,6.10° | 5,1.10°
Pt g =002 | ¢fl—107%} 1,1.10* | 24,8
r=,}10—8{ » @=0002 i cfl—107% 1 .10% | 74,8.1071
» @ = 0,0002 1 e{l —2,5.107%} 1 1,6.10 | 448.107°
: I
\ Nebenwelle
) I 4 | 4= Jm ()
\ =10 Cug=02 l c.41 .1075 | 2 ,10~% | £5,1.10°
| Pt ¢ = 0,02 ¢.1,33.10"% | 5,15.107% | 74,8
! ‘ T= %10‘-8{ ,» 9= 0002 ¢.1,38.10"1 | 515.10~* | 4 4:8.107}
» @=00002 | c.138 | 515,10~ | 4 48.107°

s
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Aus dieser Tabelle konnen wir am dentlichsten die Unter-
schiede der beiden Arten Wellen entnehmen. Am groSten ist
der Unterschied der GroBenordnung der radialen Dampfung
im duferen Medium und das Verhalten der Geschwindigkeiten
der Haupt- und Nebenwelle.

Als charakteristische Eigenschaften der Nebenwellen haben
wir folgende drei zu bezeichnen: .

1. Bei Anderung der Versuchsverhaltmsse andert sich ihre
Geschwindigkeit im selben Sinne wie die Abweichung von der
Lichtgeschwindigkeit bei der Hauptwelle, aber viel stérker,
und ist bei gewdhnlicher Metalle1tfah1gke1t und nicht #uBerst
kleinem Drahtradius sehr gering.

II. Die Dampfung der Nebenwellen in der Achsenuchtung
ist so groB, daB ihre Beobachtung absolut unmoglich ist, und

IIL. In bezug auf den Skineffekt verhalten sich die beiden
Medien bei den Nebenwellen nmgekehrt wie bei der Hauptwelle,

Bei der Hauptwelle haben wir néimlich eine starke Ab-

nahme des Feldes gegen das Innere des Drahtes zu, die sich
aus dem imaginiren Teil von y bestimmt, und eine sebr lang-
same radiale Abnahme im #uBeren Medium. Bei den Neben-

wellen dagegen ist das Feld im Inneren des Drahtes fast
gleichmiBig verteilt und ein im allgemeinen starker Skineffekt
ist im #uBeren Medium zu konstatieren, der durch den
imaginaren Teil von z bedingt wird.

§ 10. Vorginge, bei welchen der Energieflu3 im Unendlichen
nicht verschwindet. '

In allen unseren bisherigen Betrachtungen haben wir im
Medium I (Luft) nur die erste Hankelsche Funktion zu-
gelassen, und von den Ldsungen der transzendenten Gleichung
verlangt, daB sie das Argument der Hankelschen Funktion
zu einer komplexen Zahl mit positiv imaginirem Teil machen,
so daB das Feld und der Poyntingsche Strahlungsvektor € im
Unendlichen exponentiell verschwinden, der EnergiefluB also
durch eine unendlich ferne, der Drahtachse parallele Zylinder-
fliche sicher gleich Null ist.

Fiir verschiedene Probleme aber konnen _auch solche
Losungen niitzlich sein, bei welchen der EnergleﬂuB im Un-
endlichen nicht verschwmdet sondern eine Ausstrahlung liefert.

IR PRI WAL
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Selbstverstandlich diirfen dabei die Feldkomponenten im
Unendlichen nicht unendlich werden, sie miissen sogar mindestens
wie r—*, der Strahlungsvektor also wie 1/r verschwinden,
weil sonst die Integration itber die unendlich ferne Zylinder-
fiache einen unendlich groBen Energieflud ergeben wiirde.
Wir nehmen also jetzt das Argument der Zylinderfunktion
im AuBenraume als reell an. In diesem Falle aber diirfen
i wir uns nicht auf die eine Hankelsche Funktion beschrinken,
: sondern wir miissen die allgemeine Zylinderfunktion mit zwei -
unabhingigen Konstanten in der Form o
ad, + 67,
oder symmetrischer
a‘E:L, n + b H2, n
ansetzen. _
In den Ausdriicken (16), (18) ist also fiir das Medium I,
9,0, 8, C usw. durch A\ H, 4+ A H, B H ,+E H,, , usw.
zu ersetzen. ’
Jetzt haben wir mehr Konstanten als Grenzbedingungen.
‘ Die transzendente Gleichung fallt fort und wir dirfen i be-
/ liebig wihlen unter der Bedingung, daf /4% — A% reell wird.
| Bevor wir iiber die iibrigen Koeffizienten etwas aussagen,
5 wollen wir den Betrag des Energieflusses durch die Léngen-
/ einheit einer unendlich entfernten Zylinderfliche abschitzen.
| Dieser betrigt: -

j 2z 2z
! F=Ird¢@,’.=cfrd(p{@qp©z_@z@¢}'
0 0 .
Nun ist: ‘ '
__[sinng p __[eosng ’
@q’_(coan))@?” @z_<sinnq)_>@~f’v’
__[cosng P __[sioneg ’
\ @9"_(sin7zq;>©¢’ @z—(cosntp)@z!

wobei die gestrichenen GroBen von ¢ unabhingig sind.
i Die Integration nach ¢ ergibt also:

F::s.cnr{@qp'@z'—@;@g;}? '

“ wobei
\ s=1 fir >0

s=2 fir n=0.
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: Jetzt wollen wir die in # vorkommenden Grofen €, -
 ausrechnen. Es ist zu beachten, daB wir bei der Bildung
f des Strahlungsvektors picht mit den komplexen Ausdriicken
(16), (18) operieren durfen, sondern zum reellen Teil iiber-
| gehen miissen.

1 Zu diesem Zwecke wollen wir die z. B. in (16) vor-
. kommenden Konstanten in ihren reellen und imagindren Teil
| zerlegen. Wir setzen also:

‘ A =D +id, A, =D, +id,,

§ (41) E, = & +ie, E, = E, +ie,

‘ Ai=a+if, R =A+iB,
m=1, k*=K+ig, VR -2 =

= k% ist zwar mit grofer Niherung rein reell, in Wirklichkeit
aber hat auch die Luft eine sehr geringe Le1tfah1gke1t (Man
kann wohl allgemein einen Nichtleiter nicht anders fassen wie
als Grenzfall eines sehr schlechten Leiters) Wir werden also
vorlaufig ¢ als endlich betrachten und sehen, da diese Spur
von Leitfshigkeit der Luft eine prinzipielle Bedeutung hat.

Fiir sehr groBe r erhalten wir aus (16), indem wir die
Néherungsformeln des Aphangs anwenden, die Glieder von
hoherer als (— /,)r Ordnung in r weglassen und zum reellen
® Teil itbergehen, nachdem wir noch durch (1 — #)z» dividiert
§ habenl): )

@’:—e Bz

:rzxr

(= 1p+t1P cos @ 4 (— 1@, sin @
{+choslp+stin1F ’ }’

’ 1 .
€ =—e—ts —~ (= 1p+1 Ty cos@—(—1)718181n (D}
+ §cosF — Lsin & 1’

’

9, =—e-b:2_Z _((—1p+iT cos® —(— 18 sin @
{—Szcoslp+T2sian }

1) Dies geschieht aus praktischen Griinden zur Veremfachung der
Rechnungen er durfen es tun, ohne daB unsere Schliisse etwas an
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TRT

[ (=17, + KQ]sin @
+(—1p[— KB, +70] cos @

+[9Q, —KB]sin ¥

—[KQ, + B cos &

9, =+ e*f“&—f

wobei:
DQP=cgz—wt+zr,

P=gz—wt—=xr,
P=aD—fd, S8=KE-gqe,
Q=«ud +8D, TI'=Ke +qgk.
Uns interessiert der zeitliche Mittelwert des Energie-

flusses F.
Beriicksichtigen wir, daB:

cos? D =cos?! P =sin?P =sin® ¥ = {,
cosPsinD=cosPsin¥ =0,

cos Pcos ¥ =sin Psin¥ =} cos2xr,

—cos @ sin P = sin @ cos & = } sin2x7,
so erhalten wir:
2
F=e—21“%-;~( T2+ 82— T,2— 82 | ]
+ K(P® + @ — B’ — &)
+(—1r2¢(P, @, — P, @) sin 27
L (—1r24(Q, @, + B, B cos2xr

und nach einigen einfachen Rechnungen:

Peem20:8 2 0 IR - B )
+Kl/121(|A12]—1A2<2|) »
+ 2(—10g|A2 (D, D, + d, d) cos 2z |

+ 2(— 1y ¢|2|(D,d, — D, d,) sin 2z

Bei endlichem ¢ bleibt also » im Ausdruck des Energie-
flusses stehen, und zwar in der Form cos, sin2xr. Diese
Abhingigkeit von » wire nur durch eine recht komplizierte
Anordnung von Quellen und Senken im Unendlichen mdglich,
welche nie zu realisieren ist.
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Damit r aus unserem Ausdruck verschwindet, miissen wir
eine der folgenden Annahmen machen: :

1. 2=0. Diese Annahme ist nicht zulissig, weil dann
# = Vk*—2%=F im allgemeinen nicht reell ist. ,

2. 2% = 0. Ist ebenfalls auszuschlieBen, weil, abgesehen
davon, daB bei verschwindendem Argument xr die Hankel-
schen Funktionen singular werden, gleichzeitig das Feld im
AuBenraum von r unabhingig sein wiirde.

3. Es bleibt uns also nur die dritte Annahme iibrig:

D D, +ddy=2Ddy,— D,d =0.

D. h. entweder '

(42) D,=d, =0, also A, =0
oder :
(43) D, =d =0, also A =0.

Der EnergiefluB wird dann
(@ P=em2 (2| (E — (B2 + K[22 1A%,
bzw. o

(@5) F=e—26:0 % |h2)(E7 — |E) — K|2]|40

Aus dem Verhalten des Energieflusses im Unendlichen haben'
wir also eine fiinfte Bedingung (42) bzw. (43) zur Koeffizienten-
bestimmung bekommen. Wir wollen jetzt, mit Riicksicht auf
diese Bedingung, der Reihe nach erst die Lissungen (16) und (18)
fir » = 0 etwas naher betrachten, und dann die allgemeine
Losung fir = > 0.

L In der Partikularldsung (16) kommen fiir 2=0 (€=C, €,
=9, die Koeffizienten E|, E, gar nicht vor. Wir haben
auBer A nur die Konstanten § im Inneren des Drahtes und
A, A, im AuBeren. Wegen der Bedingung (42) oder (48)
fallt aber eine von den Konstanten A fort; daher haben wir
auBer 1 nur die zwei Konstanten & und A, oder A,. Die
zwei Grenzbedingungen fiihren zu einer transzendenten Gleichung

&1 H@ _ K1 I
_ w oz H@ oy IO
mit der Nebenbedingung = reell. H ist die erste oder zweite
Hankelsche Funktion, je nachdem wir A, oder A, gleich
Null gesetzt haben.
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Es ist leicht zu sehen, daB unsere transzendente Gleichung
fir kein reelles z erfiillt werden kann.

Eine mit Kin- bzw. Ausstrahlung verbundene elektrische
symmetrische Welle (vgl. § 4) existiert also nicht.

IL In der partiellen Loésung (18) haben wir fir z = 0
nur die Koeffizienten ¢, im Inneren und E, und E, im AuBeren.
Es ist also von selbst

Die Nebenbedingung (42) bzw. (43) ist erfiillt, und wir haben
nur noch die zwei Grenzbedingungen.

Nachdem wir also A willkiirlich bestimmt haben (unter
der Bedingung J/%% — A% reell) konnen wir noch iiber einen
vor den Koeffizienten verfiigen, und aus den nunmehr nicht
homogenen Grenzbedingungen werden die itbrigen zwei ein-
deutig bestimmt.

Jedem A entspricht also eine bis auf einen Proportionalitits-
faktor eindeutig bestimmte Losung.

II. > 0. Nachdem wir i willkiirlich gewdhlt haben,
selbstverstindlich unter Beibehaltung der Realititsbedingung,
haben wir zur Bestimmung der sechs Konstanten Ons &5 By pn»
Ey o By, a4, , die vier Grenzbedingungen und eine von den
Nebenbedingungen (42), (48). Die Koeffizienten sind also auch
hier wie in II bis auf einen Proportionalititsfaktor eindeutig
bestimmt. ‘

Setzen wir nun
M=k2_ "
1 92

so bedeutet x eine beliebige reelle Zahl. Auch- k,? diirfen wir
jetzt als reell annehmen. Fiir

0< 5 =4k2
ist A22=0, also 1 reell.
Da die Abhingigkeit des Feldes von z, ¢ von der Form
e~iwitiiz ist, so haben wir fiir diese Werte von A eine in

der Richtung z ungedampfte, mit ﬁberlichtgeschwindigkeit fort-
schreitende Welle. Der Draht verzehrt, falls er ein Leiter
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ist, Energie als J oulesche Wirme. Diese Energie kann nur
durch Einstrablung vom Unendlichen zugefiihrt werden.

- Fir #%[o? > k% ist 22< 0, also A rein imaginir., Wir
haben einen zeitlich periodischen, in der z-Richtung aperio-
disch gedsmpften Vorgang. Die Dampfung ist um so groBer,
je grofer [4] ist. . :

Ob der Vorgang mit Ein- oder Ausstrahlung verbunden
ist, ist aus dem Vorzeichen von F in (44) oder (45) zu ent-
nehmen. F > 0 -bedeutet Ausstrahlung, F< 0 Einstrahlung.

Wir miissen wieder hervorheben, daB der elektrische sym-
metrische Wellentypus auch bei diesen mit Ein- oder Aus-
strahlung verbundenen Vorgingen eine Ausnahmestellung ein-
nimmt: bet den eigentlichen Drahtwellen hat die elektrische
Gleichung (28) die Hauptldsung, welche den anderen Glei-
chungen fehlt. Wir haben eine durch groBe Geschwindigkeit
und kleine Dampfung ausgezeichnete Welle. Hier ist im Gegen-
teil die elektrische Welle unméglich und nur die magnetische
und die unsymmetrische konnen existieren.

§ 11. ScehluBbemerkungen.

5 - Die in dieser Arbeit hauptsichlich behandelten sym-
metrischen und unsymmetrischen Nebenwellen konnen, wie
schon mehrmals hervorgehoben, bei leitendem Material wegen
ihrer grofen Dimpfung nie zur Beobachtung kommen. Trotz-
dem sind sie nicht ohne Bedeutung und mfissen immer auf-
treten, wo die Gradlinigkeit oder Symmetrie des Drahtes auf-
hort. Mit ihrer Hilfe wie auch der in § 11 behandelten diirften
einige wichtige Probleme eine strenge Liosung finden. Z. B.
die Frage nach der durch elektromagnetische Wellen bedingte
Ausstrahlung eines geknickten oder frei endenden Drabhtes.
" Fir diese Probleme werden die im vorigen Paragraphen be-
handelten aperiodisch abnehmenden Losungen mit der Aus-
strahlung nach dem Unendlichen niitzlich sein.
Durch die unsymmetrischen Drahtwellen wire vielleicht
auch das Problem der zwei parallelen Drihte einfacher zu

behandeln als es bisher moglich war.
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Anhang I
Niherungsformeln fiir die Zylinderfunktionen.

Wir stellen hier der Bequemlichkeit halber eine Reihe
von Niherungsformeln fiir die Besselschen Funktionen J (z)
und die zwei Hankelschen Funktionen X, , (z), H, ,(z) zu-
sammen, die wir im Text wiederholt nétig gehabt haben.

‘Die Besselsche Funktion vom ganzzahligen Index =0
ist eine ganze transzendente Funktion, also iiberall im end-
lichen regulir, und wird durch die Reihe dargestellt:

o (—1j (ﬁ>n+23

(46) T = .
0

sl(n+s)!
Fiir sehr kleine Argumente konnen wir die Reihe schon beim
ersten Glied abbrechen und erhalten:

| 8 0= ()"
@) b L @=gemm(3) T >0,

9 J@=—3

also
) S =z \
. 7, @) 2’
(48) J° @ n
+ Fiir groBe Argumente ist
. 2a+1 . 2n+1l
J () — 1 1T — —z " -tz 4 1 i
ﬂ\.'l,') Vm {e 4 e }
= iGOS(.Z— 2m+1 )7
4 »
(@) 20 + 1
“9) 7o = 8T
Ist der imaginsire Teil von z sehr groB, so ist
J@) .
50) =71,

je nachdem dieser imaginire Teil positiv oder negativ ist.

1) Vgl. dariiber z. B. N. Nielsen, Handbuch d. Theorie d. Zylinder-
funktionen. Leipzig 1904.




S S R R S S I T Y o

Elektfomagnehkcz;\ Drahtwellen. 949

Die zwei Hankelschen Funktxonen werden durch die
Ausdriicke gegeben

Byl = Ty 1 22 (0+182))

J ( )n+2s .
(51) T 2 sln+9)! +A(s)
-1

| 2 (n—s— 1) ( )’n—?x

wobei C = 0,5772 die Eulersche Konstante und
.Z(S)=1+7+...+?7 (O)=O.

Fir z=0 haben die H-Funktionen auBer der logarithmischen
Singularitsit noch einen Pol =t Ordnung. Fir » =0 fallt
der Pol aus und es bleibt nur das logarithmische Unendlich-
werden. Es ist also fiir sehr kleine z

(62) Hy,o~1+ 271'(0+ g g) Fiog %1g Bz
wobei L
lgal 2 = 0"‘%‘¢‘2*’
(53) Ctl,z —e T + 0,0772 ~ ; i,
also i 1
, (54) Hy, oo (@)= + iy
d
v (5un5) ' -H(l,2),o () — 1 .
Hy,o 0 @) zlg ¥y, T

Fir »n > 0 iiberwiegt der n** Pol bei weitem und so ist:
- ¢ 2\»
Hypol@)=F i(n — (_.?7) ’
H(l,c)n(‘”) _r

H'(l 2 n (ﬁ) z )
Fir groBe Argumente haben wir die angensherten Formeln:

. _2n+1n
8 Hypateh=]/ e 70,
(57) b) Hq,z)/n() iz‘Hq 22 @)

Hy,o)'n (@)
———— = l.
Hy, 0 (@) +

also
(56)

9
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Diese Formeln gelten zun#chst nur fiir die positiv-reelle Halb-
ebene. Fir ganzzahlige Indizes » aber kann man auf Grund
der ,Umlaufsrelationen* leicht nachweisen, daB sie auch auf
der ganzen lings der negativen reellen Achse durchschmttenen
Ebene gelten.

Setzen wir z = Re??, so sind die physikalisch w1cht1gsten
fiir £=co verschwmdenden Zweige der H-Funktionen, fir H, ,
der Zweig 0 < @ < m, fiir H, A der Zweig — n < ¢ < 0. Diese
Zweige mnennen wir die Hauptzwelge der betreffenden Funk-
tionen. -

Anhang II.

Berechnung der Ausdriicke fiir die Feldkomponenten und
Reduktion auf die einfachere Form (16).

Setzen wir in den Formeln (14) die Werte von Z, B, @
aus (11), (12) und (18b) ein, so erhalten wir:

€, = cosng wn(lcz—lz)On—z'Zﬂn[ﬁ C,_,— _}d_%ﬂ]

1 dT On-l-l :l

+il7[ Comat

d 1d7‘0,,_ a G,
€, = cosng zlang?—{-[;’n [dr; p

dldr0n+1+l """—l—chC’ ]

dr r

=]
J
€,=sinng —z‘nlan%—ﬂ,z [%d_rf:—_l ( ) " l]l
y

+7.]

e—itwttilz,

n drC, n?
— 7| E TR (- )0,
. tek? 1 dr C,_
9, =—sinng Py ﬂn[nC’n_l— - ‘]}
ar Coy
+7/n’: n+1 + d,--H]
zek?

. C. .
8, =—sinng T {—ne, 2 +i[6, 0, —7,Cul)

. ek a0, .
9, =—sinng ;y {._cen—dr——]—zl[ﬁnCn_l +7n0n+1]}

Das Argument der Zylinderfunktionen ist iiberall
]/kz— Br=uz.



g Diese Ausdriicke wollen wir mit Hilfe der Funktional-
gleichungen ‘ ’

8 C@=—200+Cs ),
B 0@ =+20,@— Cp@,

in andere iiberfiibren, in welchen nur die ' Zyliﬁderfunktion
und ihre Ableitung vorkommt.
€,: Esist:

n ldrO,,_ G4 1 do C,_
7 n—l() ~ 1() -sz { n—l_‘; ﬂvdx 1}

—yE—7 {”; L Ops — Gt} = VE= R C,(JFF=227)
und ahnlich '
200+ 2 E G TR0, (P = 7).

Somit wird

@:=e—i°’t+“'= COSﬂ(p.l/sz {and ﬁ_z(ﬂn—yn)} On'

€.: Es ist:
:,;——dfz:*@ Lo+ B
v L {—yr=20) b+ 2o+ 50
' =—-(k2-).2)0n’+k20n’+k2—’;—0n
=k217’;.f_l_2;0n+,12.0n',
und #hnlich
TRt gy G+ B O
e “"zmon‘“"'
€, = e-iwttile coano{'ilz[iw—f_—_—l?—i(ﬂ —7’7)] Cr
| + (8. +7.1C,

]/lc* 12
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(qu,: Es ist: . ,5?{

dr C,_ 2
X = _::1’2 rdr 1 +(k2 — ’:2) Cn—l
‘ dz C,_ b 2
=#—1) [n T+ (k“—l‘-’ - Zﬁ) 0"”1]

2

, i 2 -
=(k2—212) [% 'n—1 +(k2—12 —nwz ”) Cn"l]'
Aus A, B erhalten wir:
’ — n—-1 O _ 0

“n—1 = @ Tl n?
On—l = On’+ %On’

s 2 — -1 7
Oy = {”wg” ._1} 0+ 2=~

Setzen wir diese Werte ein, so wird:

X=22_2_C +4C,.

VeE—i3r
Ahnlich erhalten wir
n dr Cppy g M _ 2 n 2
B (B = ) Oy == P G, RO,

und es wird also:

ind [andT——lz _i[ﬂnunﬂ G,

_p—1 1Az g1 —
G, =e-iwt+itiginng T T
o —B[G, + 7,10, J
9,: Es ist:
dr C,_ — A 1 do G,
ncﬂ—l'—“Tl=Vk2—'lz7'|:—::—cn_1——;- wda; 1]
=Vi—-i%rC,
dr C, —_
nCyy + = = YRE-2%rC,,
daher
—iw 1Az, & 73 92
§. = — emiorritei LY (g, 47,10,
9., 9,: Aus A, B erhalten wir:
Cpi= C' +—" ¢,
h n T Vig—itr "
n+1 n + er n?
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so wird:

— — e—iwttilzgi tek?. f___m [”"WL’P_‘ —_ ]
D,=—ce S el ey ] (B, — 7|6,

+ilB,+ 716G
,=— e—iwttilz cosngo—ifﬁ%l [—-“" VE-z —i(B, —/n] A

+ _;GV;—_%?;(ﬂn'*' 771.) On

Fithren wir die durch die Gleichung (17) definierten neuen
Koeffizienten ein, so erhalten wir die Ausdriicke (16).

.
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