
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ V 

Τό σuσ'fημα -rώv 6.-rομιχώv μονάδων. 

Έπειδfι κατΟ: τfιν κυματομηχανικfιν λύσιν άτομικων και μοριακωv· 

προβλημάτων, ώρισμέναι ποσότητες έμφανίζονται πάντοτε ώς άκέραια 

πολλαπλάσια στοιχειωδ&ν τοιούτων, αί μαθηματικαί έκφράσεις είς τΟ: 

έν λόy<1> προβλήματα άπλουστεύονται σημαντικως, έΟ:ν χρησιμοποιηθfj 

το λεγόμενον σύστημα άτομικων μονάδων, a.u. Είς τό σύστημα τοvτο 
λαμβάνονται ώς μονάδες ή μδ:ζα καί το φορτίον τοv ήλεκτρονίου, καί 

ώς μονΟ:ς στροφορμfjς ή h/2π, αί δe λοιπαί προκύπτουν έξ αvτων: 

1 a.u. μάζης = 9.108 Χ 10-28 gm = μδ:ζα ήλεκτρονίου 

1 α.~ι. ήλεκτρικοv φορτίου = 4.8029 Χ 10-10 e.s.u. = e 
1 a.u. στροφορμfjς = 1.0544 Χ 10-27 erg. sec = h/2π 

1 a.u. μήκους= α0 = h2.Ι4π2me2 = 0.52917 Α (άκτίς Bohr) 
1 a.u. ένερyείας = e2/a0 = 4.3592 Χ 10-11 erg 
1 α.~ι. χρόνου = a0li/2πe2 = 2.4189 Χ 10·17 sec 
κ.λ.π. 

Είς άτομικΟ:ς μονάδας ή ένέρyεια τfjς θεμελιώδους καταστάσεως 

TOU άτόμου TOU ύδροyόνου ( -2π2me4/h2) eχει τfιν τιμfιν - 1/2 a.u. 
Δηλ. ή άτομικfι μονΟ:ς ένερyείας εΤναι το διπλάσιον τfjς ένερyείας ίονι­

σμοv τοv άτόμου τοv Η. 

Ή είς τΟ:ς κυματικΟ:ς έξισώσεις άπαντωμένη eκφρασις -h2/8π2m 

γράφεται άπλ&ς -1/2, έΟ:ν αί ποσότητες νοοvνται είς άτομικΟ:ς μονά­
δας. Οί δροι τfjς δυναμικfjς ένερyείας e2/r γράφονται 1/r, αί κυματικαl. 
συναρτήσεις άπλουστεύονται άναλόyως κ.λ.π. 



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ νι 

Ύπολοyισμόι; -ιijι; ένερyε(cιι; δεσμοu -ιοu Η2 + 

xcι-ιci τήν ά:πΛΥjν θεωρ(cιν ΜΟ. 

'Έχομεν πρός ύπολοyισμόν τό όλοκλήρωμα VII (7) 

Ε+ = 2 ~ 2 S S (lsa + lsb) · Ηι (lsa + lsb) dr: 

όπου Ηι = - ; v2 - :~- - ;b + * VII(7} 

Κατa τό Παράρτημα ΠΙ, 'H1 (1sa + lsb) = H 1 (1sa) + H 1 (lsh)· 
Τήν έπίδρασιν τοv όρου, 1/R, τοv όφειλομένου είς τήν άπωσιν με­

ταξύ των πυρήνων δυνάμεθα να διαχωρίσωμεν έκ τοv λοιποv ύπολο­

yισμοu, θεωροvvτες τόν συνολικόν Χαμιλτώνειοv, Ηι , ώς άθροισμα 

Ηι = Η + 1/R, όπου 

Η= - 1_ '\/2 
2 

1 1 

Ό άπλούστερος Χαμιλτώvειος, Η, έκφράζει τήν κινητικήv καί δυvαμι­

κήv ένέρyειαν μόνον τοv ήλεκτρονίου. Ήδη, 

H,(Js,) ~ Η(Ιs.) + ~ · (ls.) 1 
Hι(lsb) = H(Jsb) + R · (lsb) 

(lsa+ lsb)-H1(1sa+lsb)=(lsa )-Ηι (lsa + lsb )+(lsb )·Ηι (lsa + lsb )= 

= (lsa)·H(lsa) + (1sa)2/R + (lsa)·H(lsb) + (lsa)(lsb)/B 

+ (lsb)·H(lsa) + (lsa)(lsb)/R + (lsb)· H(lsb) + (lsb)2/R 

οι όροι 2ος, 4ος, 6ος καi 8ος κατα τήν όλοκλήρωσιν κατΟ: μέρη θΟ: δώ­

σουν 
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Τά έντός τfjς άyκύλης δύο πρώτα όλοκληρώματα έκφράζουν τήν συν­

"θήκην κανονικοποιήσεως τών lsa καi lsb καί, έπομένως, ίσοvνται eκα­
'()'τον πρός τήν μονάδα, τό δέ τρίτον εΤναι τό όλοκλήρωμα ύπερκαλύ­

ψεως, S. 'Επομένως ή τελευταία αvτη σχέσις εΤναι: 

2-~2 s . -1 [ 1 + 1 + 2 s] = {-
Διά τά λοιπά τέσσαρα όλοκληρώματα εiναι είίκολον νά δειχθi;ί ότι, 

f Clsa) ·Η (lsa) dτ = j(lsb) · H(lsb) dτ = α 

l<αi f Clsa) ·Η (lsb) dτ = .((lsb) · H(lsa) dτ = β 
Ούτω, διά τa α eχομεν, 

H(lsa) = (- _}_ <γ2 - -
1
-)-(lsa) - _l · (lsa) 

2 ra rb 

W - > ' ~ ή Ν ( 1 2 1 ) (1 ) -<>που παρατηρουμεν αμεσως οτι εκφρασις - -2-- <γ - r::- Sa 

σημαίνει δρ&σιν τοv άκριβοvς Χαμιλτωνείου ένός άτόμου ύδροyόνου 

('Tov Α) έπi μι&ς άκριβοίίς lδιοσvναρτήσεως τοίί α\ιτοίί άτόμου καi συγ­
κεκριμένως τfjς θεμελιώδους. Κατά τά yνωστά (πρβλ. σελ. 32), τό άπο· 
-τέλεσμα πρέπει νά εiναι ή αvτή ίδιοσυνάρτησις πολλαπλασιασμένη έπi 

-τήν άντίστοιχον ίδιοτιμήν. Ή ίδιοτιμή, έν προκειμέν~, εΤναι ή θεμελιώ-

δης ένέρyεια τοίί άτόμοv τοίί ύδροyόνου τfjς όποίας ή τιμή, εiς άτομι-

1<άς μονάδας ένερyείας, εΙναι -1/2. 'Άρα, 

( - i-- <γ2 - r1~-) (lsa) = - -~- (lsa) 

t<αi J(lsa) ·Η (lsa) dτ = - -~- J(lsa )2 dτ - f (1;~)2_ dτ 
λόy~ δέ τοίί ότι ή lsa εΤναι κανονικοποιημένη, eχομεν έv τέλει, 

J(lsa) · H(lsa) dτ = - _!__ - J (lsa )2 dτ 
2 rb 

Διά τό δεύτερον όλοκλήρωμα άκριβώς όμοίως εvρίσκομεv, 

(lsb) · H(lsb) dτ = - -- - ~--- dτ J 1 J(lsb )2 

2 Ta 



Λόy'{J τfiς συμμετρίας τοv μορίου εΙναι προφανης ή ίσότης, 

J_(.~s~~ dτ = J-(lsι,_r_ dτ 
Tb Ta 

διότι κατΟ: τον ύπολοyισμον των δvο τοvτων όλοκληρωμάτων είς eκα­

στον στοιχείον χώρου τοv ένος θΟ: άντιστοιχij εν τοv έτέρου, διΟ: τα 

όποϊα αi τιμαi των άντιστοίχων συναρτήσεων και άποστάσεων θΟ: 

εΙναι ίσαι. 

Οvτω διαπιστοvμεν την ίσότητα των όλοκληρωμάτων Coulomb, α. 
'Ήδη ό άναyνώστης δvναται νΟ: έπαναλάβτ~ κατΟ: γράμμα τΟ: άνω­

τέρω, προς άπόδειξιν τfiς ίσότητος μεταξύ των όλοκληρωμάτων συν­

τονισμοv, β. Το άποτέλεσμα θΟ: εΙναι 

β = - __!__ S - J(lsa_]_ (lsb_] dτ 
2 ra 

'Εν τέλει, το όλοκλήρωμα V ΙΙ (7) άναπτvσσεται είς 

1 1 α+β 1 
Ε+ = 2+ 2S (2 α + 2 β) + -1 l = 1 + S + R 

μέ τΟ: έπi μέρους άναπτvyματα των α καί β ώς άνωτέρω. 



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ νιι 

.. Υπολογισμός τjjς ένεpγε(ας δεσμοϋ είς τό μόριον Η2 
κcιτά Heitler - London. 

Α. Κανονικοπο{ησις -ιi}ς συναρτήσεως ψ' όπου, 

ψ' = lsa(l) · Jsb(2) + lsa(2) · lsb(l) 

j(ψ')2 dτ1 dr2 = J[lsa(l)] 2 
• dτ 1 • J[Jsb(2)J 2 

• dτ2 

+ Jr1sa(2)] 2 
• dr2 • j[Jsb(l)]2 

• clr1 

-
1 
Ν2 

Αί συναρτήσεις lsa καl Jsb ε!ναι ήδη κανονικοποιημέναι. VΑρα, 

,f[lsa(1)]2 dτ1 = 1 κλπ. Τά τελεvταϊα δύο όλοt<ληpώματα ε!ναι το yνω­

·στον όλοκλήρωμα ύπερκαλύψεως, 8, έκπεφρασμένον είς τάς σvντεταyμέ­
νας τοv ύπ' άρ. 1 καi τοv vπ' άρ. 2 Τjλεκτρονίοv άντιστοίχως. 'Αλλά 
ή τιμη τοv s έξαρτδ:ται μόνον άπο τf~ν άπόστασιν μεταξv των πυρή­
νων. vΑρα 

J lsa(1) · lsb(l) · dτ1 = J lsa(2) · Jsb(2) · dτ2 = 8 

καi f Cψ)2 dτ1 dr2 = 2 + 2 s2 = ~ 2 

Β. Ύ πολογισμος -ιi}ς συνολικi}ς ένε11γε{ας {S. 

Χρησιμοποιοuντες την κανονικοποιημένην ψνΒ+ καi τον πλήρη Χα­

μιλτώνeιον (VIII, 1) eχομeν προς ύπολοyισμόν 

ιs = f <ΨvB+) *.Η ψVΒ+ . dτι dτ2 
·Ένταvθα (ψνΒ+) * = ψνΒ+ = Ν ψ'. WΑρα 



271 

'~ Αναπτvσσομεν : 

R ψ' = (- ~ Vι2 
- r~a - + V2

2 
- r~b-) [ lsa(l) · lsb(2)] 

+ (- _!___ - - .
1 

· + _l_ + __ !__) · [1sa(l) · lsb(2)] 
rιb 12a Β rι2 

+ (- } Vι2 
- rlιb -}- V2

2 
- r:~-) [ lsa(2) · lsb(l)] 

+ (- _l _ - }_ _ + --\-- + 1 
) · [1sa(2) · lsb(l)] 

rιa ι 2b 1ι rι2 

·Θεωροuντες τοvς όροvς πρώτον καi τρίτον, παρατηροuμεν δτι ό τελε­

στης Vι δρ~ μόνον έπi συναρτήσεων των σvντεταyμένων τοu vπ' άρ. 1 

ήλεκτρονίοv, δηλ. έπί των lsa(l) καi lsb(l), ό δe V2 μόνον έπi των 

lsa(2) καi lsb(2). 'Άρα ό πρώτος όρος yράφεται, 

_[1sb(2)]. (--~-vι2 
- r~--.:) [1sa(l)] + 

[ ~sa(l)] . ( - ~ v22 - r~b ) [ lsb(2)] 

Γινόμενα ώς το (- ~- v1
2 

- r~a-) [1sa(l)] παριστοuν δρaσιντοu Χα­
μιλτωνείοv ένος άτόμοv vδροyόνοv έπi μιaς ίδιοσvναρτήσεώς τοv. Το 

άποτέλεσμα πρέπει νΟ: είναι ή ίδία συνάρτησις πολλαπλασιασμένη έπί 

την άντίστοιχον ίδιοτιμήν, ή δποία έv προκειμέv<{) εΙναι ή ένέρyεια τfjς 

θεμελιώδους καταστάσεως τοu άτόμοv Η, δηλ. - 0.5 α.~ι. 'Ήτοι, 

(-+ Vι2 
- r~a ) [ lsa(l)] = - 0.5 [ lsa(l)] 

Κατόπιν αύτών των παρατηρήσεων, το άνάπτvyμα Η ψ' άπλοv­

στεvεται είς 

Η ψ' = - [ lsa(l) · lsb(2) + lsa(2) · lsb(l) J 

+ Η'· [ lsa(l) · lsb(2)] + Η" · [ lsa(2) · lsb(l) J 

όποv Η' = _ __ _ _ 1 + }_ + __ 1 _ 
rιb r2a .Η r12 
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Η" = _ _1 __ 1_ + _1 + _1_ 
rιa r2b R rι2 

καί ό πρώτος όρος εΤναι άπλώς - ψ'. 

'Όθεv, το όλοκλήρωμα <S εΤvαι άθροισμα τριών όλοκληρωμάτω~ 

άvτιστοιχούvτωv είς τοvς τρείς ώς άvω όρους τοu Η ψ': 

ιs = - 2 +1.2 s2 J(ψ')2 dτι dτ2 

+ 2-ι .. \s2 J(ψ')·Η'· [zsa(l)· lsb(2) J dτ1 dτ2 

+ 2 +\-,s2 J(ψ') ·Η"· [ lsa(2) · lsb(l) J dτ1 dτ2 
·ο πρώτος έκ τώv τριών όρωv τοu ($ ίσοuται προς -1 α.u. λόyφ τfjς.: 
σχέσεως καvοvικοποιήσεως τfjς ψ' (-1 εΤv-:χι έvταuθα ή άδιατάρακτος.:­

έvέρyεια - 2Χ 0,5). "Ας άvαπτύξωμεv το όλοκλήρωμα τοu δευτέρου όρου:: 

J ψ' · Η' [ lsa(l) · lsb(2) J dτ1 dτ2 = 

J Η' [ lsa(l) · 1sb(2) J 
2 

dτ1 dτ2 + 

+ J Η'· lsa(l)· lsb(2) · lsa(2) · lsb(l) dτ1 dτa 
·ομοίως το όλοκλήρωμα TOU τρίτου όρου είvαι: 

J ψ' ·Η" · [ lsa(2) · lsb(l) J dτ1 dτ2 = 

J Η" · [ lsa(2) · lsb(l) J 
2 

dτ1 dτ2 + 

J Η" · Ιsa(I) · lsb(2) · 1sa(2) · 1sb(1) dτ1 dτ11,. 
ΕΙvαι evκoλov va διαπιστωθiJ ότι, 

J Η' [ 1sa(l) · 1sb(2) J 
2 

dτ1 dτ2 = J Η'' · [ 1sa(2) · 1sb(1) ]
2 dτ1 dτ2 = Q· 

Προς τοuτο άvαπτύσσομεv κατΟ: τοvς όρους τοu Η': 

J Η' [ lsa(I) · lsb(2) J2 dτ1 dτ2 = 



J-rι- [ 1sa(l)] 
2 

dτ1 • J [ 1sb(2)] 
2 

dτ2 

J r~a [ 1sb(2)] 
2 

dτ2. J [ 1sa(l)j 
2 

dτι 

+ -1- J [ lsa(l) ( dτ1 • J [ 1sb(2) J2 dτ2 

+ f r~2 [ lsa(l)] 
2 

[ 1sb(2)] 
2 

dτ1 dτ2 = 

= - f-!_ [ lsa( 1 )] 
2 

dτ1 - f-1 
(1sb(2)] 

2 

dτ2 
Τιb T2a 

+ r~2 [1sa(l)]
2

[1sb(2)]
2

·dτ1 ·dτ2 +1 
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ΤΟ: δίιο πρwτα όλοκληρώματα είναι, προφανwς, Ίσα μεταξίι των, διότι 

είναι το αuτο όλοκλήρωμα (πvρηνικfjς ίΞλξεως), 

q = J (ls~γ dτ = fSJsb_)_2 dτ 
Tb Ta 

έκπεφρασμένον είς τΟ:ς σuντεταyμένας των ύπ' άρ. 1 καi 2 ήλεκτρονίων 
άντιστοίχως (βλ. § VII, 4 καi Παράρτ. VI). Έφ' δσον ύποθέτομεν 
ύδροyονοειδεϊς τΟ:ς σvναρτήσεις ls, η τιμή τοσ q είναι * 

q = -~- - ( 1 + -1) e·2R 

~ωστε μέχρι στιyμfjς έχομεν: JH' [1sa(l)· 1sb(2)]
2 dτ1 dτ2 = 

- 2q + ~ + J ~; [ lsa(l)] 
2 

[ 1sb(2)] 
2 

dτ1 dτ2 
ΈΟ:ν ήδη άναπτίιξωμεν καθ' δμοιον τρόπον το δείιτερον όλοκλήρω­

μα εύρίσκομεν 

JΉ" · [ 1sa(2) · 1sb(1) J2 dτ1 dτ2 = 

_ 2q + ~ + J r-~; [ 1sa(2)] 
2 

[ lsb(l) Γ dτι dτ2 
ΆλλΟ: είναι προφανές δτι 

* Έκ των πινάκων C. C. ]. Roothaan, J. Chem. Phys. 19, 1445 (1951). 
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J-ι- [ 1sa(l) 1
2 

r 1sb(2) Γ dτι dτ2 = J r~2 [ 1sa(2) Γ r isb(l) Γ dτ1 dτ2 = c 

διότι τό μeν πρώτον όλοκλi1ρωμα ύποννοεί δτι τό ύπ' άρ. 1 ήλεκτρό­
vιον άνήκει είς τόν πvρfjνα Α καi τό 2 είς τόν Β, τό δέ δεύτερον άντι­
θέτως, έκφράζοvν δέ άμφότερα τf~ν ένέρyειαν άπώσεως μεταξv δUο τοιού­

των ήλεκτρονιακών νεφών. •Η ένέρyεια δμως αύτη, την όποίαν eα σvμβο­

λίσωμεν δια c, δέν είναι δυνατόν να έξαρτΟ:ται άπό την άρίθμησιν τών 
δύο ήλεκτρονίων καl κατα συνέπειαν, τα δύο ώς άνω όλοκληρώματα 

πρέηει να εΙναι ίσα. 

Κατόπιν τούτου πρέπει να είναι 'ίσα καl τα όλοκληρώματα Ω με­

ταξύ των καi Εκαστον ίσον πρός 

1 
() = - 2q + -R + c 

•Η τιμfι τοv c συναρτήσει τfjς R είναι* 

c = J r~2 - [ isa(l) Γ [ 1sb(2) Γ dτ1 dτ2 = 

= ~ - ( ~ + --1i- + -~ Π + -~-- R2) e·2R 

Έπανερχόμενοι είς την τελεvταίαν eκφρασιν τfjς ~. άπλοποιοvμεν 

ταύτην ώς eξfjς : 

~ = - 1 + 2 -F!2_:S2 [ 2() + J Η' · lsa( 1) · 7sb(2) · 1 Sa(2) · lsb( 1) clτ1 dτ2 

+ J Η" · lsa(l) · lsb(2) · lsa(2) · Jsb(l) dτ1 dτ2] 
'Εξ ίσοv είικόλως δυνάμεθα να διαπιστώσωμεν δτι τα έντός τfjς 

άyκύλης δύο όλοκληρώματα είναι ίσα μεταξύ των. ΤαCίτα σvμβολίζο­

μεν δια J. "Ας λάβωμεν τό πρώτον καi &ς άναπτύξωμεν κατα τοvς δροvς 
τοv Η': 

J Η' · lsa(l) · lsb(2) · lsa(2) · Jsb(l) dτ1 dτ2 = 

- J- 1
- lsa(l) · lsb(1) dτ1 · f zsb(2) · lsa(2) dτ2 

Τιb 

-f ~1 - lsa(2) · lsb(2) dτ2 ·f1sa(I) · lsb(l) dτ1 T2a 
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s2 
- 2q' . s + R + c' = J 

,όπου, 8 τό όλοκλήρωμα ίιπερκαλύψεως, q· τό όλοκλήρωμα πυρηνικfjς 
€λξεως (βλ. σελ. 158), 

q' =f-1_ lsa(l)· lsb(l) dι1 =f_!__ lsa(2)· lsb(2) dr2 
r1b , r·2a 

•t<αί c' τό όλοκλήρωμα ήλεκτρονιακfjς άπώσεως-άνταλλαyfjς: 

c' = J l lsa(l) · lsb(l) · lsa(2) · lsb(2) dτ1 dτ2 
Γ12 

Έaν άναπτύξωμεν τό δεύτερον έκ των όλοκληρωμάτων J κατa τούς 
<>ρους τοv Η" είιρίσκομεν 6.κριβώς τaς ίδίας έκφράσεις. 

Ή είς την βιβλιοyραφίαν * άνευρισκομένη τιμ η τοv c' συναρτήσει 
-τfjς 11 είναι (είς άτομ. μονάδας): 

τι c' π 

ο.ο 0.625 000 4.0 
1.0 0.436 651 4.5 
1.5 0.296 835 5.0 
2.0 0.184 156 6.0 
2.5 0.106 622 7.0 
3.0 0.058 508 8.0 
3.5 0.030 766 10.0 

"ωστε, έν τέλει, ή ύπολοyιζομένη ένέρyεια 

Κ<fjς συναρτήσεως ψνΒ+ είναι, 

<5=-l+ο+.τ 
1 + s 2 

c' 

0.015 627 
0.007 714 
0.003 717 
0.000 814 
0.000 168 
0.000 033 
0.000 001 

βάσει τfjς δοκιμαστι-

α. u. 

όπου(), .Τκαi 8 είναι συναρτήσεις τfjς Β ώς άνωτέρω. 

* J.O. Hirscufelder and J. \V. Linnett, J. Chem. Pliys. 18, 130 (1950). 
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Σcικοuλιχή μορφή τοu προβλήματος τών γρcιμμιχών σuνδucισμώνr.., 

'Έστω ότι eχομεν προς σuνδuασμον τa άτομικa τροχιακό: φ1 καi Ψa 
έπi τοv αύτοv η διαφορετικών άτόμων τοv μορίου. Ζητοvνται αί κα­

λίιτεραι τιμαί τών συντελεστών c1 καί c2, 

Ψ = Cι Ρι + C2 φ2 

Αvται προσδιορίζονται έκ τοv συστήματος των έξισώσεων, 

(J'{;j(Jc1 = Ο καί i)'{;jac2 = Ο 

j ψΗψ dι 
'{; = ------

! ψ2 dτ 
όπου (Ι) 

Οίαδήποτε καί &ν εΙναι ή μορφη τοv Χαμιλτωνείου τοv προβλή­

ματος, οvτος sίναι πάντοτε yραμμικος τελεστής. νΑρα (βλ. Παραρτ. ΙΙΙ) 

καi 

Ηψ = C1 Ηφι + c2ΗΨ2 
ψ Η Ψ = C1

2 Ρι Η Ρ1 + Cι C2 Ψι Η Ψ2 

+ C1 C2 Ρ2 Η φl + C2
2 Ψ2 Η Ρ2 

Έaν χρησιμοποιήσωμεν τον συμβολισμον μητροστοιχείων IV, 2 (18)­
(σελ. 57), ήτοι, 

(1Η1) = f φ1 Η φ1 dτ 

(1Η2)=fφ1 Ηφ2 dτ 

ό άριθμητi]ς τfjς παραστάσεως (Ι) θό: εΙναι, 

Α = c1
2 (1Η,1) + c1 c2 [ (1 Η 2) + (2 Η 1) J + c2

2 (2 Η 2) 

Ό παρονομαστi]ς εΙναι: 

Π = J ψ2 dτ = c1
2 J φ12 dτ + 2c1 c2 J φ1 φ2 dτ + c2

2 J φ22 dτ 
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"'Ολοκληρώματα τοv τελεvταίοu τύποv σvμβολίζομεν ώς έξfjς : 

811 f Ψ12 dτ 

S22 f Ψ22 dτ 

812 f Ψ1 · Ψ2 dτ 

Προφανως τa S 11 κα! S 22 θa Ισοvνται προς τήν μονάδα, έaν αί συναρ­

τήσεις Ψι καi φ2 είναι κανονικοποιημέναι, το δέ S 12 είναι το yνωστον 

·όλοκλήρωμα vπερκαλύψεως. "Αρσ. 

Π = c1
2 

· 8 11 + 2c1 c2 • S 12 + c2
2 

• S 22 

0

Jνα μηδενίσωμεν τήν παράyωyον της {g ώς προς Cιι άρκεί VCx θέ­

·σωμεν 

Π · (aA/ac1) - A(all/dcι) = Ο 
-ή, έaν διαιρέσωμεν διa Π 

aA _ ιs -~ι = ο (ΙΙι) 
dCι acι 

Όμοίως, έκ τοv μηδενισμοv της παραyώyοv ώς προς C2 θά eχωμεν, 

Μία σημαντικωτάτη Ιδιότης τοv Χαμιλτωνείοv τελεστοv είναι δτι 

·οvτος είναι Έρμίτειος. ·ως Έρμίτειος χαρακτηρίζεται ένας τελεστής G, 
iaν δι· αvτον Ισχύουν σχέσεις ώς 

J φ* (G χ) dτ = .[χ (G* φ*) clτ 

·διa συναρτήσεις φ καί χ συνεχείς, μονοτίμοvς καi πεπερασμένας. 'Εκ της 
Ιδιότητος ταύτης προκύπτουν Ισότητες μεταξv των ώς άνω δλοκλη­

·ρωμάτων ώς (1 Η 2) = (2 Η 1) κλπ. 
Παραyωyίζοντες τaς έκφράσεις Α καi Π καί έφαρμόζοντες τάς σχέ­

•Ό"εις (Πι) καi (ΙΙ 2) εvρίσκομεν 

2cι(l Η 1) + 2c2 (1 Β2) - E(2cιS11 + 2c 2 Sι2) =Ο 
2c1 (2Η1) + 2c2 (2 Η 2) - E(2cιS21 + 2c2 S 22) =Ο 

οποv έyένετο έπίσης χρησις της προφανοvς ίσότητος Sι2 = S2ι· Το 
σύστημα των δύο έξισώσεων Ισχύει είς ΤΟ έλάχιστον της ένερyείας. 

Διά τοvτο έτέθη ΤΟ σύμβολον Ε άντi τοσ (g. 

Είς ΤΟ σύστημα τοvτο, ΤΟ οποίον άπλοποιούμεvον γράφεται 
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[ (1 Η 1) - Ε sn] Cι + [ (1 Η 2) - Ε S12] C2 = ο 

[ (2 Η 1) - Ε 8 21 ] c1 + [ (2 Η 2) - Ε S 22 ] c2 = Ο 

προσδιορισταίοι άγνωστοι εΤναι οί c1 καi c2• Μία προφανής λύσις τοϋ":i 

σvστήματος είναι Cι = ο και C2 = ο, όπότε καί ψ = ο. Ή λύσις αv­
τη εΤναι κοινοτοπική διότι μaς λέyει οτι μία δvνατότης νa περιyρά.,. 

φεται τό ήλεκτρόνιον ίιπό μοριακοu τροχιακοu εΤναι νΟ: μή ίιπάρχ'Ι]' 
ήλεκτρόνιον ! . 

Ένθvμούμεθα οτι προς λύσιν ένός σvστήματος n πρωτοβαθμίων 
έξισώσεωv μe ίσαρίθμοvς άyνώστοvς, έφαρμόζομεν τήν μέθοδον τwv• 
όριζοvσων: 

kι 
k2 

kπ 

χ= 

αι 

α2 

απ 

α1 χ + β 1 Υ + . . . . . + ωι z k 1 

α2 χ + β2 Υ + . . . . . + ω2 z - k2 

απ Χ+ βπΥ + + WπΖ - kπ 

1 

βl ..... ωι Ι αι kι 

β2 ω2, α2 k2 
1 

1 
1 

! 

ωι i 
1 

ω2 

f' Jπ ..... Wπ απ kπ ..... Wn 

y= -

βl ..... ωι 1 βl ωι ι, αι 

β2 ω2 1 ! α2 β2 ω2 

1 

1 

βπ ..... 
1 

βπ ωn 1 Wπ ; ; απ 
1 1 

Κ.λ.Π~-

Είναι προφανές οτι, έΟ:ν οί σταθερο1 οροι, k, είναι ολοι μηδέν, αί 

όρίζοvσαι των άριθμητων κατΟ: τόν προσδιορισμόν των άyνώστων θι~ 

ίΞχοvν μίαν μηδενικήν στήλην καί ή λύσις θΟ: είναι κοινοτοπική χ= Ο,. 

Υ =ο, ..... ' Ζ =ο. 
Δvνάμεθα ομως νΟ: εϋρωμεν μή κοινοτοπικΟ:ς λύσεις έΟ:ν είσαyάyω­

μεν μίαν άπροσδιοριστίαν, έΟ:ν δηλ. θέσωμεν καί τήν όρίζοvσαν τοu πα­

ρονομαστοu ίσην μέ τό μηδέν. Ή άπροσδιοριστία αίρεται έκτων ίιστέ­

ρων δεδομένοv οτι eχομεν μίαν άνεξάρτητον σχέσιν μεταξύ των άyνώ­

στων cυ c2 κλπ. δηλ. τήν σvνθήκην κανονικοποιήσεως. 

"ωστε, έΟ:v eχωμεν, ώς έν προκειμένφ, σύστημα όμοyενων yραμ-
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μικών εξισώσεων (δηλ. πρώτοv βαθμοv μέ μηδενικούς τούς σταθερούς 

δροvς) διά: νά: εϋρωμεν λvσεις αίιτοϋ όφείλομεν πρώτον νΟ: διερεvνήσω­

μεν εαν ύπάρχ'Ι) δυνατότης μηδενισμοϋ τfjς όριζοvσης των σvντελεστων 

τ ,7,ν άyνώστων 

=0 

Είς τό eν προκειμένφ παράδειγμα δύο τοιούτων εξισώσεων η όρίζοvσα 

αίιτη, η όποία όνομάζεται σαικοvλική όρίζοvσα, εtναι : 

1 

(lHl) -ES11 

(2Hl)-ES2ι 
(1Η2) - ES12 \ 

(2 Η 2) - Ε S 22 \ = Ο 

Δυνατότης μηδενισμοϋ ύπάρχει πράγματι, καθόσον τeχ στοιχεία τfjς 

όριζούσης περιέχουν μίαν παράμετρον, τήν Ε, τfjς όποίας η τιμή δύ­

ναται νά: προσδιορισθ;:i καταλλήλως. 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ΙΧ 

Ύ πολογισμος γpcιφιχης πcιpcιστciσεως 

p -clτομιχοϋ τpοχιcιχοϋ. 

'Έστω το άτομικόν τροχιακον 2pz είς τό άτομον τοϋ ύδροyόνοv. 

Τοvτο είς άτομικeχς μονάδας καί είς πολικeχς σvντεταyμένας εΙναι ή 

συνάρτησις ψ (κανονικοποιημένη): 

ψ = (1/4 ν2;-) r. cos θ. e·r/"!. 
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Ζητοvμεv νa ύπολοyίσωμεν τaς συντεταyμένας των σημείων τfjς 

τομfjς ύπο τοv έπιπέδου ΧΖ μιΟ:ς έπιφανείας, Εί, τοιαύτης ώστε: 

α) Έπi τfiς έπιφανείας Ei ή συνάρτησις ψ όφείλει νa EX1J τιμήν 
σταθερaν eστω ψ; . 

β) Το ολοκλήρωμα Si όφείλει νά eχ1J τιμήν δεδομένην (π.χ. 0.5 ή 
0.9). Ή ολοκλήρωσις νοείται εiς τον χώρον τον οποίον περικλείει ή έπι­
φάνεια Ε; 

si = J J J ψ2 dxdydz 
Ε; 

Παρατηροvμεν δτι, λόycti τfiς συμμετρίας τfjς ψ, ή έπιφάνεια Ε; eχει 

έπίσης ώς άξονα συμμετρίας τον Ζ, ο οποίος τήν συναντΟ: είς δύο ση­

μεία, Ζ1 καi Ζ2 μέ Ζ1 < Ζ2 (σχ. Α). Έπi των σημείων αύτ&ν ή ψ eχει 
προφανώς τήv τιμήν Ψi . ·Η τιμή, ψz , τfjς ψ έπi των σημείων τοv 

άξονος των Ζ φαίνεται είς το σχfiμα Β. Έπειδή Ψz1 = Ψz2 = ψ; , ή Ζ2 
θa είναι συνάρτησις της z1• 

ΝΟθεν άρκεί να έκφράσωμεν το si ώς συνάρτησιν τfjς Ζι (η τfjς z2)· 
Κατόπιν δίδοντες τήν έπιθυμητην τιμην είς το 8; θά προσδιορίζωμεν 
τάς Ζ1 καi za. έξ αvτών την ψ; καi θέτοντες ψ = Ψi ' θa eχωμεν την 
σuνάρτησιν {} = f(r) τfiς ζητουμένης τομfiς. Είς την πρΟ:ξιν, ώς θά 

ίδωμεν, παρουσιάζεται μία δυσχέρεια έκ τοv ότι ή Ζ2 εΤναι πολύπλοκος 

συνάρτησις της z1, ώς κατωτέρω: 

Ζ 

Ε· ι 
χ 
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Ή σvνάρτησις ψz προκύπτει έκ τfjς ψ, έάν θέσωμεν θ =Ο, όπότε 

'1' = Ζ: 

Ψz = (1/4 ν2-;:; ) , Ζ • e-z/2 

"θέτοντες πρώτον Ζ = Ζ2 και Ψz = ψ; και κατόπιν Ζ = Ζι και όμοίως 
'Ψz = ψϊ και διαιροϋντες λαμβάνομεν, 

~ = e (z2 - Ζι)/2 
Ζι 

Ή όλοκλήρωσ1ς είναι προτιμώτερον νά yίν1J είς πολ1κάς σvντετα­

γμένας. Ό μετασχηματισμός τοϋ y1νομένοv dx dy dz είς πολ1κάς σvν­

·τεταyμένας είνα1 (Eyring2 σελ. 367): 

dx dy dz = r 2 s ί η θ dr dθ dφ 

'Όρ1α όλοκληρώσεως: Ή όλοκλήρωσ1ς ώς πρός την yωνίαν φ άπό Ο 

μέχρ1 2π (σχ. 6, σελ. 33), ίιπό r και θ σταθερά, εϊνα1 εύκολος λόy~ τfjς 
·σταθεράς τιμfjς τfjς ψ κατά μfjκος περιφερείας κύκλοv περι τόν άξονα 

τών Ζ. Έν σvνεχείςχ, ίιπό σταθερόν r, όλοκληροϋμεν ώς πρός τi]ν yω­

νίαν θ άπό Ο μέχρ1 τfjς τιμfjς θi (σχ. Α), ή όποία είναι σvνάρτησ1ς 

τfjς 1·. Τήν σvνάρτησ1v ταύτην είιρίσκομεν, προφανώς, έάν θέσωμεν 

ψ=ψ;: 

ψ;. 4 ν2~ cos θ· = -- --- ... ----
! r . e-r/2 

Έν τέλει, όλοκληροvμεν ώς πρός r άπό z1 μέχρ1 z2• 

ΣχΒ 

.1.--~---'---
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Si = __ 1__ JJJ r2 • cos2 {} • e-r · r 2 sίn i} dr d{} dφ 16. 2π 
Ei 

32i! • sί = Jz2 

r4 • e-r ' dr Jf}ί COS2θ • sίn{} d{} f 2;τ dφ 
Ζ1 0 0 

J
z2 Jcos θ; 

- 16S; = r 4 e-r dr cos2 θd(cosθ) = 
Ζι 1 

= Jz2 r4 . e-r dr . - 1 [cos3 θ· - 1] = _1 Jz2 r4 e-r _ψ_i3 ~(~n;)~O d-r-
z, 3 1 3 Ζι r3 • e-3rj2 

1 JZ2 1 JZz - - . - r 4 e-r dr = - ψϊ3 64 (2π)312 r. er/2 d-ι· -
3 zι 3 z1 

1 J
Zo 

-3 zι r4 e·r dr 

Είς πίνακας όλοκληρωμάτων (Eyrίng2 , σελ. 388) άνεvρίσκομεν τά 
άόριστα όλοκληρC:)ματα, 

J rer/ 2 dr = (2r - 4)er1 2 + C 

- J r4 e-r dr = (r4 + 4r3 + 12r2 + 24r + 24)e-r + C 

, .Α.φ' eτέροv eχομεν 

1 1 ·z 2 
Ψi = 4Υ2;- zι. e-z,/2 = 4V2π z2 e 2! 

'Άρα, ή όλοκλήρωσις ώς προς r θά δώσ1): 

- 48 sί = ψ;3 64(2π)3/2 [ (2z2 - 4) e Ζ2/ 2 - (2zl - 4) C Ζι/ 2 ] + 

(z24 + 4z23 + 12z22 + 24z2+24)e-z• - (z 1
4+4z1

3 + 12z1
2+24z1+ 24)e-zι 

Μετa δέ την άντικατάστασιν τfjς τιμfjς τοϋ ψ; καi τaς άπλοποιήσεις 

λαμβάνομεν, 

2S· = (-!..._ z 4+ !__ Ζ 2 + Ζ + l)e-zι - (-
1 Ζ 4 + !__Ζ 2+· z + 1)e-z2 -1 8 ι 2 _ ι ι 8 -2 2 2 -2 

Ή ώς &νω όλοκλήρωσις έyένετο έντος τοϋ θετικοϋ μόνον λωβοϋ 

τfjς ίσοπιθάνοv έπιφανείας b\ , καί S; εΙναι ή πιθανότης τοϋ ήλεκτρο­

νίοv νa εύρεθij έντος αίιτοϋ. Άλλ' ώς yνωστον ή ίσοπίθανος έπιφάνεια 

eχει και τον άρνητικον λωβον ( -ψ; ). 0

Οθεν δι' άμφοτέροvς τούς λω­

βοvς ή πιθανότης εΙναι 2S; . 
Κατά την τελεvταίαν ώς &νω σχέσιν, δέν είναι δvνατόν, ώς ε'ίπο-
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μεν καi προηγουμένως, νά προσδιορίσωμεν τήν τιμήν ψϊ έκ τfjς δεδο­

μένης τιμfjς TOV si . Τό άντίστροφον, όμως, ε{ναι εvκολον. Θέτομεν μίαν 
δοκιμαστικήν τιμήν εtς τό ψϊ ' έκ TOV σχήματος Β εvρίσκομεν τά Ζι 

καi Ζ2 καi έξ αvτων τήν άντίστοιχον τιμήν τοϋ si . Τό αvτο δέ έπα­
ναλαμβάνομεν εως ότου εϋρωμεν τήν έπιθυμητήν τιμήν τοϋ Si . Κατ· 
αVΤΟν Τον τρόπον, διά δύο τιμάς πιθανότητας, 50 °/0 καί 90 Ο/ο, εuρέ­
θησαν αί κάτωθι άντίστοιχοι τιμαί : 

ψ; 

0.0094876 
0.0315456 

90% 

0.1000 
0.3838 

50 % 

9.128 
5.828 

5 

2Si 
0.9000 
ο.sοσο 

10 
a.α. 

Σχ. Γ. Άκριβι')ς μορφι') κατά μfjκος τομfjς δύο tοοπιθάνων έπιψανειων 

(διά πιθανότητα 50 °/0 καi 90 °/ο) 2p • άτομLΙ\οΟ τροχιακοΟ άτόμου ύδροyόνου. 

Έν συνεχείςχ: θέτοντες είς τήν δοθεϊσαν συνάρτησιv ψ = ψϊ κα1 

r · cos θ = z λαμβάνομεν, 

Ζ = 4V2;· • ψϊ · erι~ Καί Χ = \ι'ri-=-~2 . 

διά διαφόρους δέ τιμάς τfjς r άπο z1 μέχρι z2, eχομεν τάς συντεταyμέ­

νας, Ζ Καi Χ 1 τών σημείων Τομfjς τfjς VΠ' όψιν {σοπιθάvου Επιφανείας 

μετά τοϋ έπιπέδου χz. Βάσει των τιμών αvτων έσχεδιάσθη ΤΟ σχfjμα Γ. 

Τό σχfjμα Β παριστξΧ έπίσης άκριβώς τήν συνάρτησιν ψz . Παρα-
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τηροCίμeν δτι έπl τοCί άξονος, ή μeyαλuτέρα ήλeκτρονιακή πυκνότης 

σuναντδ:ται e!ς άπόστασιν 2 α. ιι. άπο τοCί πuρfjνος. 
'Όλοι oi άριθμητικοi ίιπολοyισμοl έyένοντο, ώς eΙναι eύνόητον, τiJ 

,βοηθεί~ ήλeκτρονικοCί ίιπολοyιστοCί. 

Άντιστοιχία δρολογίας 

-anhar11ionicity : &ναρμονικότης 
antibonding: άντιδεσμευτικον 
band : ταινία 
band centre: κέντρον η}ς ταινίας 
bonding: δεσμευτικον 
branch: κλάδος 
~entri{'ugal distortion : φυγόκεν· 

τρος παραμόρφωσις 

configιιration interaction: &λλη­

λεπίδρασις άπεικονίσεων 

continuιιm : συνεχές 
dissociation energy: ένέργεια δια­

στάσεως 

exclιange integral: όλοκλήρωμα 

&νταλλαγ1']ς 

force constant: σταθερd δυνάμεως 
Jier1nitian oper·ator: έρμίτειος τε-

λεστΎις 

heterorιuclear: έτεροπυρηνικος 
h01nonuclear: όμοπυρηνικος 
homopolar: όμοιοπολικος 
hybrid : ύβρίδιον 
hybridization: ύβριδοποίησις 

inteΓnuclear: διαπυρηνικος 

moleciιlar orbital : μοριακον τρο­
χιακον 

non bonding: μη δεσμευτικον 
non crossing rule .' κανclJv τiις μ1J 

διασταυρώσεως 

non rigid rotator .' έλαστικος πε­

ριστροφεύς 

oυerlap integral: όλοκλ1}ρωμα ύ-
περκαλύψεως 

oυerlapping: ύπερκάλυψις 

oυerlone: ύπερτόνος 

potential fιιnction: δυναμικΎι συν-
άρτησις 

rediιced mass: &νηγμένη μiiζα 
resonωice .' ουντονισμος 
rigid rotator: μ~) έλαστικος περι­

στροφεύς 

rotation : περιστροφη 
rotational strttcture: περιστροφι­

κΎι ίιφ1) 

triυial solιιtion: κοινοτοπικη λύσις 

υale1ice bond: δεσμος σθένους 



ΕΥΡΕΤΗΡΙΟΝ* 

Α 

άδιακρίτοι;, άρχή εις τό μόριον Η2 : 

178 
άζώτου, μορίου, άττεικόνισις: 189 

-, -, θεμελιώδης μοριακή κατά­
στασις: 193 

-, όξειδίου, θεμελιώδης άττεικό­

νισις καί μοριακή κατάστα­

σις: 198 
άλληλεττίδρασις άττεικονίσεων: 208 
άναρμονι κότης : 226, 228 
άναρμονικότητος, σταθερά: 229 
άνθρακος, μονοξειδίου, φάσμα: 262 

- , μορίου, άττεικόνισις: 188 
-, -, θεμελιώδης μοριακή κα-

τάστασις: 193 
άνταλλαγfjς, όλοκλήρωμα: 179 
άντιδεσμευτικά μοριακό: τροχιακά: 

161, 203 
άντισυμμετρικαί μοριακαί καταστά­

σεις Σ: 194 
άντισυμμετρικόν μοριακόν τροχια­

κόν: 167 
άντισυμμετροττοιήσεως, άρχή, εις τό 

μόριον Η,: 176, 178 
άτταγόρευοις διασυνbυασμ~ν : 247 
άττεικόνισις: 186 

- (βλ. άλληλεττίδρασις - ) 
άττώθησις καταστάσεων : 215 
άρχη μεγίστης ύττερκαλύψεως: 169, 

182, 199 
- Franck · Condon : 252 

άτομικό: τροχιακά, ύβρίδια: 160, 205 
- -. ύδρογονοειδfj, εις άτομι­

κό:ς μονάδας : 153 
άτομικων μονάδων, σύστημα: 266 
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