
ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ιν 

ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΤΙΚΑΙ ΜΕΘΟΔΟΙ. το ΑΤΟΜΟΝ ΤΟΥ ΗΛΙΟΥ 

Είς τά προηyούμενα κεφάλαια έσκιαyραφήσαμεν τήν κατάστρω

σιν καi λύσιν τfjς κυματικfjς έξισώσεως όλίyων σχετικως άπλων συ

στημάτων. 'Επίσης καi άλλα όλίyα προβλήματα, είς τά όποϊα δέν άνε

φέρθημεν, όδηyοvν είς κυματικάς έξισώσεις, των <?ποίων ή λύσις εΤναι 

δυνατόν νά έπιτευχθij διά τfjς κανονικfjς μαθηματικfjς όδοv. 

Είς τό άτομον τοv ύδροyόνου (ώς καi είς τά ύδροyονοειδfj άτο

μα) είχομεν σύστημα έκ δύο σωματιδίων καi άπλουστάτην δυναμικήν 

συνάρτησιν *. Άλλ' άφ' ής έπεκταθωμεν είς συστήματα τριων σωματι
δίων, ώς τό ό:τομον τοv ήλίου, η περισσοτέρων, άντιμετωπίζομεν κυ

ματικάς έξισώσεις, των όποίων ή άκριβής λύσις εΙναι άδύνατος βάσει 

των μέχρι σήμερον δεδομένων. Εlς αύτάς τάς περιπτώσεις καθίσταται, 

έπομένως, άναyκαία ή χρησιμοποίησις προσεyyιστικων μεθόδων ίιπο

λοyισμοv. 

Εlς τό παρόν κεφάλαιον θι1: περιyράψωμεν στοιχειωδως τάς δύο 

θεμελιωδεστέρας προσεyyιστικάς μεθόδους, flτοι τήν Θεωρίαν Διατα

ράξεως καί τήv Μέθοδον των Παραλλαyων, έν συνδυασμ~ πρός τάς 

έφαρμοyάς αvτων είς τό πρόβλημα τοv άτόμου τοσ ήλίου καί θά έπι

σημάvωμεv τά έκάστοτε συμπεράσματα, τά όποϊα εχουν εύρυτέραv ση

μασίαv δι' δλόκληροv τηv Κβαντικήv Χ ημείαv. "Αλλας προσεyyιστικάς 

μεθόδους θά συvαvτήσωμεν ε!ς τa έπόμεvα κεφάλαια. 

1. θεωp(cι Διcιταpάξεωc; 

Ή πρώτη έκ τωv προσεyyιστικωv μεθόδων. ή yvωστή ώς Θεω

.ρία Διαταράξεως, είσήχθη είς τήv Κυματομηχαvικήν ίιπό τοv ίδίου τοv 

Sclnoding·er, eκτοτε δέ eχει χρησιμοποιηθfj εύρύτατα. 

··· Ό δρας «δυναμική συνάρτησις» χρησιμοποιείται χάριν συντομίας άντί 

τijς φράσεως «ή συνάρτησις ή έκφράζουσα τήν δυναμικήν ένέρyειαν V». 
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ΔιΟ: νΟ: καταστij σαφεστέρα ή άρχή της μεθόδου, άς θεωρήσωμεν 

έν σvyκεκριμένον πρόβλημα, τό άτομον τοϋ ήλίου. 

Είς τό άτομον τοϋ ήλίου eχομεν eνα πυ

ρf)να μάζης Μ καί φορτίου +ze (δπου Ζ=2) 
καί δVο i)λεκτρόνια vπ' άρ. 1 καί 2. ΈΟ:ν θέ- 2 
σωμεν πάλιν τήν άρχήν τών συντεταγμένων 

είς τόν πυρf)να, ή έν τ(i) χώρ~ διάταξις τοϋ 

συστήματος καθορίζεται άπό τΟ:ς συντετα

yμένας χ,, γ,, z,, χ,, y,, z. των δύο ηλε
κτρονίων. 

Ή κινητική ένέρyεια θΟ: εΤναι Σχ. 13. 

Ί' 1 -+ 1 = - π1 ν ' - π1 ν 2 

2 1 2 2 

νΗ, έαν άναλύσωμεν τας ταχύτητας ε\ς τας ό-υνιστώσας καi άντικατα
στήσωμεν δια των συνιστωσων των δρμών 

1 
Τ- ( '+ '+ '+ •+ •+· ') - ~ Ρχι ΡΥι Ρzι Ρ•2 ΡΥ2 Pz2 

Ή δυναμική ένέρyεια θα άποτελf)ται άπό τρείς δρους. Οι μέν δύο 

έκφράζουν τήν eλξιν έκάστου ηλεκτρονίου vπό τοϋ πυρf)νος, δ δέ τρί

τος τήν άπωσιν μεταξv των δύο i)λεκτρονίων. 

V =- Ze
2 

_ Ze
2 + ~ (2) 

r, r2 1Ί 2 • 

Έπομένως ό Χαμιλτώνειος τελεστής εΙναι 

lι' h' Ze• Ze' 
--- ·--- '! _____ _ 

8π 2 1η \l, 8π 2π1 '1. r r 
1 • 

e• +-r,. (3) 

δπου \l, καί v 2 εΙναι ό Λαπλασιανός τελεστής δια τό άντίστοιχον i)λε:

κτρόνιον. Ή δέ πλήρης κυματική έξίσωσις εΙναι: 

h• h2 Ze• Ze 2 e• 
- 8π 21η '1.2Ψ- 8n 2m '1.2Ψ- -r- ψ- -r-ψ + r Ψ = Εψ (4) 

.ι 1 2 12 

Οι δύο δροι (πρώτος καί τρίτος) έξαρτώνται έκ των χ 1 , y 1 , z 1 κα! οι 

δεύτερος καί τέταρτος έκ των χ,, y., z,. Άλλ' δ πέμπτος δρος έξαρτa
ται άπό τήν άπόστασιν, r

10
, μεταξv των ηλεκτρονίων καi εΙναι άδύνα

τον να έκφρασθij ώς συνάρτησις των συντεταγμένων κατα τοιοϋτον 

τρόπον ώστε να δύναται να χωρισθij ε\ς άθροισμα δύο δρων, έκ των 

δποίων ό μέν να έξαρτΟ:ται μόνον άπό τας χ,, Υ 1 καί Ζ 11 ό δέ μόνον 
άπό τας χ,. y

2 
καί z,. Αvτός άκριβως εΙναι ό λόγος δια τόν δποiον ή 

κυματική έξίσωσις ( 4) δέν εΤναι δυνατόν νΟ: λυθij κανονικώς. 
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Ήδη προς έφαρμοyήν τijς Θεωρίας τijς Διαταράξεως σκεπτόμεθα 

ώς έξijς: 

"Ας vποθέσωμεν οτι εiς τήν δυναμικήν συνάρτησιν (2) δυνάμεθα νΟ: 
θεωρήσωμεν τόν τρίτον ορον ώς άρκετά μικρόν iΞναντι των δύο άλλων .. 
Τοϋτο σημαίνει οτι θεωροϋμεν τήν δυναμικήν ένέρyειαν τοv συστήμα

τος ώς όφειλομένην κυρίως είς τάς ελξεις των ήλεκτρονίων vπό τοv 

πvρijνος κα\ οτι μικρόν ποσόν ταύτης όφείλεται είς τήν άπωσιν μετα

ξύ των ήλεκτρονίων. "Ας άναζητήσωμεν δέ ποία θΟ: Τjτο ή όλική ένέρ

yεια, Ε0 , τοv άτόμου, έάν τοϋτο έχαρακτηρίζετο vπό τijς δυναμικijς 

σvvαρτή σεως V 0 
: 

υο _ Ze 2 Ze' 
ν -------

r, Ί. 2 
(5) 

Είς ev τοιοvτον άτομοv ήλίου τά δύο ήλεκτρόνια θά έκινοvντο πε
ρ\ τόv πυρijvα (διά vά χρησιμοποιήσωμεν κλασσικήν εκφρασιν) ί'κα
στοv άvεξαρτήτως τijς παρουσίας τοv άλλου. Τό τοιοϋτον άπλοποιη

μέvοv σύστημα άvαφέρεται ώς «1τό ,άδιατάρακτον σύστημα» κατ' Ο:ντι
παραβολήν έκάστοτε προς τό πραyματικόν. ·ως Ο:διατάρακτοv σύστη

μα έκλέyεται τό eχον δυvαμικήν συνάρτησιv, \"', άφ' έvός μέv όλίyον 
διαφέρουσαν τijς πραyματικijς V, άφ' έτέρου δέ τοιαύτης μορφijς ώστε 
ή λύσις τijς «άδιαταράκτου κυματικijς έξισώσεως» (6) νά εΤναι έφικτή. 

Η0ψ" = Ε0 ψ" (6) 

'Η διαφορά V - V 0 (ένταϋθα ϊση πρός _e_'_) όνομάζεται διατάρα
r,, 

ξις. 'Εν προκειμέν~ ή Ο:διατάρακτος κυματική έξίσωσις θά εϊναι ή πρα

γματική (4) μετά τήν άφαίρεσιv τijς διαταράξεως: 

h' h' Ze• Ze' ---v 'ψ0 - --v.'ψ"- --φ"- -- ψ"=Ε"ψ0 (7) 
8π2m ' 8π 2m 2 ΊΊ ;·., 

Ή διαφορική έξίσωσις (7) διαχωρίζεται είς δύο ώς έξijς : Θεωροϋ
μεv τήν σvνάρτησιν ψ0 ώς yιvόμενοv δύο Ο:λλων (ψ," καi ψ,0), έκάστη 

των δποίων έξαρτΟ:ται άπό τάς συντεταyμένας τοv ένός μόvον ήλε

κτρονίου: 

ψ0(χ,, y 11 ...... z,) = ψ,"(χ,, y 1 , z,)·ψ,"(χ,, '>',, z,) (8) 

Τότε, ώς εύκόλως διαπιστοϋται * 
V,2ψ" = ψ,ο\l,'ψ,ο 

και V.2Ψο=ψ,οV,2ψ,ο (9) 

Άντικαθιστωμεv τάς σχέσεις (9) ι:ίς τήν (7) καi διαιροvμεν διer 

ψ•=ψ,0Ψ.°· Μετά τον διαχωρισμόv των δρων i'χομεν: 

* 'Εφαρμόσατε τόν όρισμόν ΙΙΙ, 511 ( σελ. 32). 
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/ι' 1 • 
0 

Ze' _ h 2 1 , 
0 

7,e• ,
0 8π2m ψ 0 \J,ψ, +-r---8π2m ψ 0 \],ψ, --r--E 

1 1 2 2 

(10) 

Τά δvο μέλη τfjς έξισώσεως (10) έξαρτώνται έκάτερον έκ διαφορετι

κών μεταβλητών. Διά νά εΤναι _ϊσα δέν εΤναι δυνατόν παρά νa lσοϋνται 

άμφότερα πρός μίαν σταθεράν, έστω -Ε,0 (βλ. ύποσημ. σελ. 34). 
Θέτοντες τό πρωτον μέλος ϊσον μέ - Ε,0 καί πολλαπλασιάζοντες 

έπi ψ 1 ο έχομεν : 

-- V 'ψ " + Ε " + _, - ψ "=Ο Jι• ( Ze') 
8π•ιη ' ' ' r, ι 

(11) 

Θέτοντες όμοίως τό δεvτερον μέλος ϊσον μέ -Ε, 0 , είσάyοντες τήν σχέσιν 

Εο= Ευ+ Ε ο 4 J 42 (12) 

καί άνασχηματίζοντες, εύρίσκομεν όμοίως: 

_. - v •ψ " + Ε. ο + -- ψ. ο= ο h" ( Ze•) 
8π2111 • 

2 
' r, ' 

(13) 

Αί έξι σώσεις ( 11) καi ( 13) ε{ναι άκριβώς δμοιαι μέ τήν κvματικήν 
έξίσωσιν τοv ύδροyονοειδοvς άτόμοv (ΙΙΙ,4, σελ. 32), τάς άκριβείς 

Μσεις τfjς όποίας yνωρίζομεν ήδη. 

'Επομένως αί συναρτήσεις ψ 1 ° εΤναι δλαι αί ,είς τήν παράyραφον 

ΙΙΙ,4 άναφερθεϊσαι iδιοσvναρτήσεις τοv ύδροyονοειδοvς άτόμοv ls, 
2s, 2px , 2py κλπ. έκπεφρασμέναι, φυσικά, ε{ς τάς σvντεταyμένας χ., 

y,, z., η r, κλπ. Ή είς έκάστην έξ αvτών άντιστοιχοvσα ένέρyεια Ε, 0 

εΤναι ή άντίστοιχος τοv ύδροyονοeιδοvς άτόμοv. 

τα αvτΟ: δμως άκριβώς !σχvοvν καί διΟ: τάς συναρτήσεις ψ," και 

τάς άντιστοίχοvς τιμάς τfjς ένερyείας Ε,°. Δηλ. καί ή ψ,° δύναται νa 

1ΞΤναι οίαδήποτε ύδροyονοειδής έκπεφρασμένη ε!ς τΟ:ς σvντεταyμένας 

χ., y., z
2

, η r, κλπ. 
Ήδη αί συναρτήσεις, ψ", τοv άδιαταράκτοv άτόμοv τοv ήλίοv θa 

·ε{ναι, κα'τά τήν (8), δλα τΟ: δυνατά γινόμενα ψ,"·Ψ." καί ή είς έκάστην 
Ψ° άντιστοιχοvσα ένέρyεια Ε" (άδιατάρακτος ένέρyεια) θΟ: εΤvαι τό άν

τίστοιχον άθροισμα (12). 
'Επί παραδείγματι ή χαμηλοτέρα τιμή τfjς ένερyείας Ε0 θά ε{ναι 

ιό άθροισμα τών χαμηλοτέρων δυνατών τιμών Ε,0 καί Ε,°. Μία κατά

στασις τοv ύδροyονοειδοvς έχει τήν χαμηλοτέραν δvνατf~ν τιμf~ν ένερ

yείας, ή ls. Ή δέ τιμη αvτη τfjς ένeρyείας ε{ναι -Ζ2 ·2π2μe•/h2 (σελ. 
36). 'Επομένως, έάν χρησιμοποιήσωμεν ώς ψ,0 καi ψ2" την σvνάρτησιv 
Js τοv ύδροyονοειδοvς (σελ. 39) θΟ: έχωμεν ώς ψ° τήν 

. ο _ Ν -Ζr,Ιαο Ν -Ζr2/α0 
ψ ιsιs - ,e · 2e 

Ένταvθα οί σvντελεσταi κανονικοποιήσεως συμβαίνει νΟ: εΤναι ίσοι. 
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'Οπωσδήποτε δvνάμεθα νά τούς άντικαταστήσωμεν μέ iΞνα &λλον, Ν, 

τοv δποίοv ή τιμή δύναται νό: εύρεθiJ, έάν χρειασθiJ, κατό: τό: yνωστά. 

'Εάν δέ θέσωμεν καί τήν σvyκεκριμένην τιμήν τοv άτομικοv άριθμοv 

(Χ= 2), θό: eχωμεν ώς κvματικήν σvνάρτησιν τfϊς θεμελιώδοvς κατα

στάσεως τοv άδιαταράκτοv άτόμοv τοv ήλίοv 

ψο _ Ν -2(ιΊ + r 2)/αο 
!S!S -1 C (14) 

είς τήν όποίαν άντιστοιχεί ένέρyεια (2Ε,") 

ο 2'-2n 2μe 1 

E1s1s=-2 h 2 
(15) 

Διά νά λάβωμεν σvναρτήσεις διηyερμένων καταστάσι:ων τοv (ά

διαταράκτοv πάντοτε) άτόμοv τοv ήλίοv, δvνάμεθα, άναλόyως ώς άνω

τέρω, νά κάμωμεν τούς σvνδvασμούς /s2s, ls2px, ls'!py κλπ. ή, δι' 

άκόμη ύψηλοτέρας καταστάσεις 2s:!s, :!8'2px κλπ. 'Αλλά, προς τό πα

ρόν, θό: περιορισθώμεν μόνον είς τήν θεμελιώδη κατάστασιν. 

Ή Ο:νεv προσεyyίσεως τιμη (15) άπέχει πολύ άπό την πειραμα
τικώς ύπολοyιζομένην, ώς &λλωστε άνεμένετο, έφ' δσον δέν έλάβομεν 

ύπ' όψιν την διατάραξιν. Άναλόyως καί ή σvνάρτησις (14) δέν άπο

δίδει την πραyματικΤ]ν σvνάρτησιν τfϊς θεμελιώδοvς καταστάσεως τοv 

άτόμοv τοv ήλίοv. • 
Διό: νά άνακεφαλαιώσωμεν, καί σvyχρόνως yενικεύσωμεν: 

Εϊχυμεν eνα σύστημα τοv δποίοv ό άκριβΤ]ς Χαμιλτώνειος τελεστΤ]ς 

Η [σχέσις (3)] περιείχεν eνα δρον άνεπιθύμητον (τόν c2/r
12

). Τότε yρά-

φομεν 

Η=Η0 +Η' 

δποv Η' εΙναι ή διατάραξις καί Η0 ό Χαμιλτώνειος τελεστής τοv άδια

ταράκτοv σvστήματος (η ό άδιατάρακτος Χαμιλτώνειος). 

Ή κανονική κvματική έξίσωσις (4) τοv σvστήματος 

Ηψ=Εψ 

δeν εΙναι δvνατόν νa λvθij ώστε νa εύρεθοvν αί άκριβείς Ιδιοσvναρτή

σεις ψ καί Ιδιοτιμαi Ε. 

Άλλa αl λύσεις ψ0 τfϊς άδιαταράκτοv κvματικfϊς έξισώσεως 

Η"ψο = Εοψο 

εΙναι yνωσταί. 

Ή πραyματικη τιμή, Ε, της ένερyείας είς ώρισμένην κατάστασιν 

(π.χ. τήν θεμελιώδη) άσφαλώς διαφέρει τfϊς άντιστοίχοv Ε0 τοv άδια

ταράκτοv σvστήματος εύρισκομένοv έπίσης είς τήν ίδίαν κατάστασιν. 

Ή διαφορa eστω δτι εΙναι ΕΔ . 
Ε·=Ε0 + ΕΔ 
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Ό σκοπός τfjς Θεωρίας τfjς Διαταράξεως εΤναι νa vπολοyίσ1J τήν 
J<:Λ, ή όποία όνομάζεται ένέρyεια διαταράξεως. 

Ή θεωρία άποδεικνύει δτι ή Ε" δύναται νa vπολοyισθ~J ε!ς δια
δοχικaς προσεyyίσεις έκ των yνωστών ψ" καί έκ τfjς διαταράξεως 
Η'. Ένταvθα δμως θa άρκεσθώμεν νό: άναφέρωμεν μόνον τa άποτελέ
σματα παραλείποντες τόν τρόπον παραyωyfjς αύτών. 

Προηyουμένως πρέπει νό: ύποσημειώσωμεν δτι ε!ς τό ώς άνω συy
κεκριμένον παράδειyμα vπολοyισμοΟ τfjς ψ" άνεφέρθημεν ε!ς μίαν 
ώρισμένην κατάστασιν τοΟ άδιαταράκτου συστήματος (τήν θεμελιώδη) 
ή ένέρyεια τfjς όποίας δέν i'jτo έκφυλισμένη. Δηλ. ή άποδιδομένη vπό 
τfjς (14) ψ0 εΤναι ή μόνη συνάρτησις είς τήν όποίαν άντιστοιχεί ή 
ένέρyεια (15). 

Τότε τό όλοκλήρωμα (16) παρέχει τήν πρώτην προσέyyισιν ε!ς 
τόν vπολοyισμόν τfjς ένερyείας διαταράξεως. Ή τιμή Ε, \ όνομάζεται 
«πρώτης τάξεως ένέρyεια διαταράξεως». 

(16) 

Ή ψ"* εlναι, προφανώς, ή συζυyής τfjς ψ°. Ε!ς τό άναφερθέν πα
ράδειyμα ή ψ'' ήτο πραyματική, άρα ψ°* = ψ". 

ΈΟ:ν ή διατάραξις Η' δέν εlναι διαφορικός τελεστής, ώς πράyματι 

είς τό παράδειyμά μας (Η'= e'/r"), τότε τό Η'ψ" εΤναι άπλώς τό yι
νόμενον Η' Χ ψ". ΈΟ:ν δέ ή Η' εΤναι τελεστής, περιέχων π.χ. δρους 

ώς οΊοχ' κλπ., τότε τό Η' ψ" εΤναι, φυσικά, τό άποτέλεσμα τfjς σχε

τικfjς πράξεως. 

Τό στοιχείον χώρου dτ έχομεν f]δη όρίσει (Ι,10) (σελ. 14). 
Ή vπολοyιζομένη κατa τήν (16) πρώτης τάξεως ένέρyεια διατα

ράξεως προστιθεμένη είς τήν Ε" [π.χ. είς τήν (15)] παρέχει τιμήν τfjς 

όλικfjς ένερyείας, συνήθως ίκανοποιητικώς προσεyyίζουσαν πρός τήν 

πειραματικήν. 

Ή Θεωρία τfjς Διαταράξεω5 παρέχει έπίσης τό:ς σχέσεις διό: των 

δποίων δύναται νό: vπολοyισθ~J καί ή δευτέρας τάξεως ένέρyεια διατα

ράξεως πρός έπίτευξιν καλυτέρας προσεyyίσεως πρός τήν πειραματι

κήν τιμήν. Άλλ' ό vπολοyισμός αύτός άπαιτεί τόσην έρyασίαν ώστε 

σπανίως έφαρμόζεται. 

Πάντως, έφ' δσον ή θεωρουμένη κατάστασις τοΟ άδιαταράκτου 

συστήματος δέν εlναι έκφυλισμένη, ό vπολοyισμός τfjς ένερyείας δια

ταράξεως δύναται, κατ' άρχήν, νa μδ:ς δώσ1J τήν τιμήν τfjς ένερyείας 

τοΟ πραyματικοΟ συστήματος. Ή πραyματική συνάρτησις, ψ, θa δια

φέρ1] βεβαίως τfjς ψ"' ή δέ διαφορά δύναται νό: vπολοyισθ~J βάσει σχέ

σεων έπίσης παρεχομένων vπό τfj; θεωρίας. 'Οπωσδήποτε θa €χωμεν 



μίαν τιμήν ένερyείας καi μίαν σvνάρτησιν. Ή κατάστασις δηλ. αvτη 

τοv πραyματικοv σvστήματος (ή Ο:ντιστοιχοvσα είς μίαν μή έκφvλι

σμένην κατάστασιν τοv Ο:διαταράκτοv) θά εΤναι έπίσης μή έκφvλισμένη. 

2. Διατάραξις έκφuλισμένων καταστάσεων 

'Άλλως ομως ί'χοvν τά πράyματα ιΞάν ιΞπιχειρήσωμεν, έκ μιΟ:ς έκ

φvλισμένης καταστάσεως τοv Ο:διαταράκτοv σvστήματος, νά Ο:νεύρω

μεν τήν Ο:ντίστοιχον, η τΟ:ς άντιστοίχοvς καταστάσεις τοv πραyμα

τικοv. 

'Wς παράδειyμα, άς άναφερθώμεν εiς τήν πρώτην διηyερμένην κα

τάστασιν τοv άδιαταράκτοv άτόμοv τοv ήλίοv. Κατά τήν (12), ή 

ένέρyεια αvτης, Ε", θά πρέπει νa εϊναι τό &θροισμα της θεμελιώδοvς 

ιΞνερyείας καί της ιΞνερyείας της πρώιης διηyερμένης καταστάσεως τοv 

vδροyονοειδοvς Ο:τόμοv. Καi ή ψ' θΟ: ε\ναι τό :γινόμενον δύο vδροyο

νοειδc':Jν ίδιοσvναρτήσεων, i:κc'χστη τών όποίων Ο:ντιστοιχεϊ είς μίαν των 

δύο αvτων τιμων ένερyείας. 

Καi είς μιΞν τήν θεμελιώδη ένέρytιαν άντιστοιχεϊ μία μόνον vδρο

yονοειδής σvνc'χρτησις, ή '/.-.;. Ή πρώτη ομως δι ηyερμ:Ξνη στc'χθμη ένερ

yείας τοv vδροyονοειδοvς άτόμοv ε!ναι τετραπλως έκφvλισμένη, μέ ίδιο

σvναρτήσεις τύποv 'is, 2μχ ' ':!J!y καi '.!p, . 
'Άρα προς σχηματισμόν της άδιαταρc'χκτοv σvναρτήσεως τοv ήλίοv 

είς τήν πρώτην διηyερμένnν κατάστασιν δvνc'χμεθα νΟ: πολλαπλασιά

σωμεν την vδροyονοειδη 1s μέ οίανδήποτε ΕΚ τών Qs, Qρ, κλπ. Οvτω 

θά iΞχωμεν τέσσαρας δvνατοvς σvνδvασμοvς vδροyονοειδων σvναρτή

σεων τοv τύποv 

1s2p, 1s2py 1s2p, (17) 

Λεπτομερεστέρα σvζήτησις των Ο:διαταράκτων αvτων σvναρτή

σεων yίνεται είς τήν i:πομένην παράyραφον. Ένταvθα θά Ο:ρκεσθωμεν 

είς τήν διαπίστωσιν οτι δύνανται νά καταστρωθοvν πολλαi Ο:διατάρα

κτοι σvναρτήσεις ψ", iΞστω αί ψ 1 °, ψ,
0 , ψ 3°, ...... ψa 0

, αί όποϊαι περι

yράφοvν Ο:διαταράκτοvς καταστάσεις χαρακτηριζομένας vπό της αv

της τιμης ένερyείας Ε . 
'Ήδη προς vπολοyισμόν της ιΞνερyείας διαταράξεως δέν δvνάμεθα 

νά έφαρμόσωμεν τον τύπον (16) έπi μιΟ:ς έκάστης των ψ'. Προς έξή

yησιν τQύτοv ό:παιτείται κάπως εvρvτέρα μαθηματική έπεξεpyασία 

της Θεωρίας Διαταράξεως. Θά περιορισθωμεν πc'χλιν είς τήν διατύπω

σιν μόνον τοv Ο:ποτελέσματος. 

Γενικως vπολοyίζεται οτι ή ένέρyεια διαταράξεως πρώτης τάξεως 

έχει τόσας τιμάς οσος ε!ναι ό Ο:ριθμός 11. Δηλ. δσος ό Ο:ριθμός των Ο:νε-



57 

ξαρτήτων συναρτήσεων αι οποίαι Ο:ντιστοιχοuν είς τi]ν έκφvλισμένην 

στάθμην ένερyείας, Ε", τοu Ο:διαταράκτοv συστήματος. Ό ύπολοyι

σμός δέ αvτων των ένερyειων διαταράξεως πρέπει νά yίν1) όμοu, διά 

της λύσεως ένος συνολικοu προβλήματος, ώς έξης: 

Τάς ζητοvμένας τιμό:ς της ένερyείας διαταράξεως πρώτης τάξεως 

θά συμβολίσωμεν διό: Ε 1 ' • 

Πρωτον χρειαζόμεθα τi]ν τιμi]ν των έξης όλοκληρωμάτων * 
(lH'J) = J Ψι"*Η'ψι"dτ 
(1Η'2) = f ψ 1°*Η'ψ2°dτ 

(1Η'3) c~c jψ 1 "*Η'ψ/ιlτ 

(2H'l) = jψ, 0*Η'ψ 1 °dτ 
κλπ. Εως 

(aH'a) = J ψ. "*Η'ψa 11 dr 

(18) 

'Εν σvνεχείςχ καταστρώνομεν τi]ν όρίζουσαν (19) τi]ν όποίαν έξι

σοvμεν προς μηδέν. Ή όρίζουσα αϋτη, ώς κqί ή Ο:ντίστοιχος έξίσωσις 

(19), όνομάζεται σαικουλική. 

(lH'l)- ΕΛ 
1 

(1Η'2) (1Η'3) ...... (1Η'α) (19) 
(2ΗΊ) (2Η'2)- ΕΔ 

1 
(2Η'3) ...... (2Η'α) 

(3H'l) (3Η'2) (3Η'3)- f:Δ ...... (3Η'α) =0 
1 

(αΗΊ) (αΗ'2) (aH'3) ...... (αΗ'α)-Ε\ 
' 

'Wς ε\ναι εvνόητον ή σαικουλικη όρίζοvσα τοu προβλήματος θά 

i'χ1) :rόσαs yραμμάs καί στήλας δσος ό βαθμός έκφvλισμοu (α) της 

Ο:διαταράκτου καταστάσεως. Ή δέ όρίζοvσα, Ο:ναπτvσσομένη κατά τά 

γνωστά, θό: δώσ1) πολυώνυμον τοv ίδίοv βαθμοv, είs τό όποίον ή 

ό:yνωστος είναι ή Ε~. 'Επομένως καί αί ρίζαι της έξισώσεως (δηλ. αί 

δvναταί τιμαί της ΕΔ) θά είναι έπίσηs τόσαι δσοs ό βαθμος έκφvλι-
ι 

σμοu της Ο:διαταράκτου καταστάσέως. 

Ai τιμαί αvταί της ένερyείας διαταράξεως πρώτης τάξεως, προσ
τιθέμεναι είs την ένέρyειαν τοu Ο:διαταράκτου συστήματος, παρέχουν 

''' Ένταίiθσ, ώς έπίσης καί πολλάκις είς τά έπόμενα κεφάλαια, θά χρη

σιμοποιήσωμεν τόν συμβολισμόν (niHn) δι' όλοκληρώματα τύπου fΨm *Ηψn dr, 

προψανως χάριν συντομίας. 
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εlς πρώτην προσέyyισιν τΟ:ς στάθμας ένερyείας τών διαφόρων κατα

στάσεων ε!ς τΟ:ς δποίας δvναται νΟ: εvρεθij τό πραyματικόν σvστημα. 

Παρατηροuμεν δηλ. δτι ε!ς μίαν έκφυλισμένην κατάστασιν τοu 

άδιαταράκτου συστήματος, άντιστοιχοuν yενικώς πολλαl καταστάσεις 
τοσ πραyματικοσ, διακρινόμεναι πλέον άπό άπόψεως στάθμης έvερ

yείας κα!, φυσικά, κυματικfjς συναρτήσ'εως. Είς τοιαvτας περιπτώσεις 

λέyομεν δτι ή διατάραξις αϊρει τόν έκφυλισμόν. 

'Εν τοvτοις μερικαl άπό τΟ:ς ρίζας ΕΔ, ΕΔ, ΕΔ, κλπ. τfjς σαι-
11 12 J3 

κουλικfjς έξισώσεως ( 19) ι:ίναι δυνατόν νΟ: συμβ~J vO: εΙναι ϊσαι μεταξv 
των. Δηλ. μερικαl άπό τΟ:ς καταστάσεις τοv πραyματικοu συστήμα

τος εΤναι δυνατόν νΟ: έξακολοvθοuv vO: εΙvαι έκφvλισμέναι, άλλΟ: μέ μι

κρότερον βαθμόν έκφvλισμοu. Τότε λέyομεν δτι ή διατάραξις δέν αίρει 
πλήρως τόν έκφvλισμόν. 

3. Διηγεpμέvcχι κcχτcχστcίσεις TOU ά:τ6μου τοu ήλ{ου 

Ε!ς τήν προηyουμέvην παράyραφον περιεyράψαμεν πώς άπό μίαν 

έκφvλισμένην στάθμην ένερyείας (Ε") τοσ άδιαταράκτου συστήματος, 

δι' έφαρμοyfjς τfjς Θεωρίας τfjς Διαταράξεως, προκvπτουν πολλαl yε

νικώς καταστάσεις τοu πραyματικοu συστήματος, διακρινόμεναι πλέον 

μεταξv των άπό άπόψεως έvερyειακfjς στάθμης. Έvταuθα ό:ς άναφερ

θώμεν είς τήν συyκεκριμένην περίπτωσιν τfjς πρώτης διηyερμένης 

στάθμης ένερyείας τοu άδιαταράκτου άτόμου ήλίου καl είς τΟ:ς άντι

στοίχους καταστάσεις τοu πραyματικοu άτόμου. 

'ως εϊπομεν, τό άδιατάρακτον άτομον τοu ήλίοLΙ δvναται νΟ: θεω

ρηθij δτι άποτελείται (έκτος τοσ πυρfjνος) άπό δvο ήλεκτρόνια, μη 

άλληλεπιδρώντα. Ή πρώτη διηyερμένη κατάστασις αvτοu περιyράφε

ται vπό συναρτήσεων ψ0 τοσ τvπου (17) δπου ls, "ls, "lpx κλπ. είναι 
vδροyονοειδείς συναρτήσεις. 

Ήδη παρατηροuμεν δτι προς σχηματισμόν των συνδυασμών ( 17) 
vπάρχουν έκάστοτε δVο τουλάχιστον δυνατότητες ώς έξfjς : 

Έστω δ συνδυασμός ψ"ωs = ψ1s·ψ2s, δπου ψιs καl ψ2s εΙναι αί 
ύδροyονοειδείς συναρτήσεις (βλ. σελ. 39 καί 41): 

Ψιs = Νιs · e 
- Ζι·/αο 

_ Ν . ( 2 - Ζ ) -Zr/2a., · 
ψ2s - 2s r e 

αrι 

N 1s καi N 2s είναι οί άντίστοιχοι συντελεσταl κανονικοποιήσεως καi /, 
δ άτομικός άριθμός (ένταuθα Ζ = 2). 

Ε!ς τό vδροyονοειδές άτομον r είναι ή άπόστασις τοϋ ήλεκτρονίου 
άπό τοσ πυρfiνος. 'Αλλ' έντασθα eχομεν δvο άποστάσεις άπό τοσ πυρfi-
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νος, ήτοι r, τοu ύπ' άριθμόν 1 ήλεκτρονίου καί r, τοu έτέρου. Θέτοντες 
1Ί (άντl r) είς τήν ψ1 s λαμβάνομεν συνάρτησιν τήν δποίαν θa συμβο
λίσωμεν διa /s(l). 'Αντιστοίχως δέ θέτοντες r

2 
ε!ς τήν ψ2, θa λάβω

μεν τήν 2s(2). Καί διά τήν Ψ1s2s θa eχωμεν τό yινόμενον ls(l)-2s(2). 

1s(1)-2s(2) = Ne -Ζr,/αο ·(2 - Ζ r.)e - Zr,/2ao 
α" 

Ζ 
=--= Ν (2 - ~ r )e- -u-<r, + r,/2) 

α 2 ο 
ο 

Ή συνάρτησις αvτη παριστξΧ τό (άδιατάρακτον) άτομον ήλίου eχον 

τό ύπ' άριθμόν 1 ήλεκτρόνιον είς κατάστασιν ψιs καl τό ύπ' άριθμόν 2 
ε!ς Ψ2s· 

Άλλ' εlναι προφανές δτι ή κατάστασις ένός συστήματος δέν ε{ναι 

έπιτρεπτόν νά φαίνεται δτι έξαρτΟ:ται άπό τήν άρίθμησιν των ήλε

κτρονίων. Δηλ. έξ ίσου δικαιολοyημένοι θΟ: ήμεθα νά θέσωμεν τό ύπ' 

άριθμόν 1 ήλεκτρόνιον είς τήv '2s καί τό 2 ε\ς τήν 1s, δπότε θά έλαμβά
ναμεν διά τήν ψ0 1 , 2, τήv 

2s(l)-1s(2)=N(2- :. r,)e- ~' (r,+ι·,/2 ) 
Παρατηροuμεν δηλ. δτι τήv κατάστασιν τοu άδιαταράκτου &τό

μου, ε!ς τήν όποίαv τοuτο eχει Εν ήλεκτρόνιον είς Ψιs καl τό eτερον εις 

ψ~., περιyράφουν δύο κυματικαί συναρτήσεις α! 1s( 1 )2s(2) καl 2s( 1) /s(2), 
προκύπτουσαι έκάστη έκ τijς έτέρας δι' άνταλλαyijς των συντεταyμέ

νων των δύο ήλεκτρονίων. 

Ε!ς άvάλοyοv συμπέρασμα θΟ: καταλήξωμεν έάν θεωρήσωμεν τούς 

ύπολοίπους τρείς συνδυασμούς ( 17) κατΟ: τούς δποίους τό ίΞν ήλεκτρό

νιοv θεωρείται είς κατάστασιν ls, τό δέ eτερον ε\ς 2px ' '2py και 2p. 
άντιστοίχως. 

Οvτως έκ των τεσσάρων συvδυασμωv ( 17) λαμβάvομεν 8 συναρτή
σεις, τΟ:ς έξijς: 

1s(1)2s(2) 
2s(l)1s(2) 
1s(l)'2px (2) 

f2px ( 1 )1 s(2) 

1s(l)Ppy (2) 

~py (l)Js(2) 

1s(1)~Pz (2) 

~Pz (Ι)1s(2) 

(20) 
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Αί σvναρτήσεις (20) eα εlναι αί ψ,'Ί ψ,", ψ,°, ······ ψ,'' TOV άδια
ταράκτοv άτόμοv ήλίοv εvρισκομένοv είς τήν πρώτην διηyερμένην κα

τάστασιν. ΈΟ:ν Τjδη θεωρήσωμεν τήν διατάραξιν (Η' c'/r
1
,) δvνάμε

θα νa vπολοyίσωμεν τaς τιμό:ς τfjς ένερyείας διαταράξΕως (Ε() πρώ-

της τάξεως, έπιλύοντες τήν σαικοvλικήν έξίσωσιν τοv προβλήματος 

κατΟ: τό πρότvπο1ι τfjς (19). 
ΈΟ:ν καταστρώσωμεν τήν σαικοvλικήν έξίσωσιν έπί τi] βάσει τώv 

σvναρτήσεων (20) eα εvρωμεν 4 ρίζας ( άντi 8), δηλ. 4 τιμό:ς τfjς ένερ
yε.ίας διαταράξεως. Τρεϊς έκ των ριζών εΤναι ϊσαι μεταξύ των, ώς έπί

σης καi eτεραι τρεϊς, αί δέ λοιπαί δύο διαφέροvν. Προσθέτοντες τaς τι

μάς αvτΟ:ς είς τήν άδιατάρακτον ένέρyειαν λαμβάνομεν τέσσαρας ένερ

yειακΟ:ς στάθμας (σχ. 14) διά ΤΟ πραyματικον &τομοv ήλίοv, έκ των 

όποίων αί δύο θά εlναι έκάστη τριπλwς έκφvλισμένη, έv~ αί &λλαι δύο 

μή έκφvλισμέναι. 

Είς έκάστην των μή έκφvλισμένων σταθμών άvτιστοιχεϊ μία κvμα

τική σvνάρτησις καί είς έκάστην των τριπλώς έκφvλισμένων τρεϊς. 

Ή Θεωρία Διαταράξεως παρέχει τρόπον vπολοyισμοv τωv κvμα-

'Αδιατ. Πραyμ. 

Ιs2μ 

Ιs2μ 

Ε 

t 
ls2.~ 

-- 1s' 

Σχ. 14. θεμελιώδης καί κατώτεραι διη
yερμέναι ένερyειακαί στάθμαι τοϋ άδια

ταράκτου καί τοϋ πραyματικοϋ άτό-

μου ήλίου. 

τικων αvτών σvνςφτήσεων, του

λάχιστον μέ προσέyyισιν πρώ

της τάξεως. Ό vπολοyισμος τfjς 

προσεyyίσεως ταύτης δέν θά μΟ:ς 

άπασχολήσ~:~ ένταvθα. Θά περιο

ρισθwμεν μόνον είς βραχεϊαν θεώ

ρησιν των λεyομένων σvναρτή

σεων μηδενικfjς τάξεως. Ούτως ό-

νομάζονται αί άδιατάρακτοι σv

ναρτήσεις προς τάς όποίας τεί

νοvν αί πραyματικαί, έό:ν ή ένέρ

yεια διαταράξεως θεωρηθi] δτι 

έλαττοvται σvνεχwς, τείνοvσα είς 

το μηδέν. 

'Wς εϊπομεν αί όκτώ σvναρ

τήσεις (20) παριστάνοvν κατα
στάσεις τοv άδιαταράκτοv άτό

μοv ήλίοv κατό: τάς όποίας τοv

ΤΟ eχει τό μέν εν ηλεκτρόνιον είς (vδροyονοειδfj) κατάστασιν 1:;, τό δέ 
eτερον είς 'is, 2px, '2,py η '-!μι. 'Όλαι δέ α\ σvναρτήσεις (20) χαρακτη
ρίζονται άπό μίαν τιμήν ένερyείας, έφ' δσον vποτίθεται δτι δέν vπάρ

χει ή διατάραξις τfjς άμοιβαίας άπώσεως των ήλεκτρονίων. Ένθvμού

μεθα δτι αί σvναρτήσεις (20) προέκvψαν ώς δυναταί λύσεις τfjς άδια-
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ταράκτοv κvματικΤjs ιΞξισώσεωs (7), δι6: την θεωροvμένην τιμην ιΞνερ

yείας. 

Άλλ' ώs εϊπομεν (Παρ. Ι Ι !), ιΞΟ:ν δύο ή περισσότεραι άνεξάρτητοι 

σvναρτήσειs ψ,, ψ,, ψ,, ...... , ψ, εϊναι λvσεις τfjs κvματικfjς ιΞξισώ

σεωs τοv σvστήματοs δι6: την αvτην τιμi)ν ιΞνερyείαs (ιι-πλωs ιΞκφvλι

σμένην), τότε καi ο\οσδήποτε yραμμικόs σvνδvασμός αvτων 

χ= aψ, + ι)ψ, -1 c·ι;•, + ...... (21) 

(δποv a, 1), ι- κλπ. εϊναι σταθεροί σvντελεσταί) είναι έπίσης λvσις τfjς 

Ιδίας έξισώσεως δι6: την αvιην τιμην ένερyείαs. Έπί παραδείyματι έκ 

των δvο πρώτων έκ των σvναρτήσεων (20) δvνάμεθα, δι6: προσθέσεως 

ή άφαιρέσεως, ν6: λάβωμεν τούς yραμμικοvs σvνδvασμοvς 

Χ,= 1s(1)'2.ς(2) + ?.ς(Ι)!.ς(2) 
Χ,= 1.ς(l)'28(2) - '!.s(l){~(2) 

Δηλ. πρόs σχηματισμόν τοv ί.., έθέσαμεν εls την yενικi)ν iΞκφρασιν (21) 

;ι = lJ ~-- 1 καί ι' ~--= ι1 ,- ...... =~Ο καi δι6: τόν χ,, lJ =- 1 κλπ.'Εφ' δσον 
α\ σvναρτήσεις (20) εϊναι λlισεις τfjs κvματικfjs έξισώσεως (7) τοv άδια-
ταράκτοv άτόμοv ήλίοv, τότε καi οί σvνδvασμοί Χ, καί Χ., είναι έπί

σης λvσεις της αvτfjς έξισώσεως διά τ~\,ν αvτi)ν τιμήν τfjς όλικfjς ένφ

yείας. 

'Ws εϊδομεν δμως ή 8-πλws έκφvλισμένη αvτη στάθμη ένερyείας, 

εls τό πραyματικόν Ο:τομον ήλίοv «σχίζεται» ε!ς τέσσαραs στάθμας λό

Υ<{) τfjς διαταράξεως. Καi ε!ς έκάστην έξ αvτwν άντιστοιχεϊ μία ή τρεϊς 

καταστατικαί σvναρτήσειs, α\ όποϊαι Ξστω δτι είναι αί 

(22) 

Έάν flδη φαντασθwμεν δτι ε!ς τό πραyματικον Ο:τομον ήλίοv δvνάμε

θα, κατά τινα τρόπον, νΟ: άποσβέσωμεν βαθμιαίωs την διατάραξιν, τό

rε τοvτο θ6: τείνη πρόs τό άδιατάρακτυν Ο:τομον, ένω σvyχρόνως έκα

στη των σvναρτήσεων (22) θά τείνη πρός μίαν άδ1ατάρακτον σvνάρ

τησιν. Άλλ' ή άδιατάρακτος αvτη σvνάρτησις δi:ν εΤναι κατ' άνάyκην 

μία των (20) άλλ6: yενικως κάποιος yραμμικόs σvνδvασμός αvτών. 
Αί άδιατάρακτοι σvναρτήσεις πρόs τΟ:ς όποίας τείνοvν αί κατα

στατικαί σvναρτήσεις (22) τοv πραyματικοv σvστήματος δι' Ο:ρσεως 

της διατ.αράξεως, ονομάζονται «άκριβεϊς σvναρτήσεις μηδενικfjς τάξεως». 

Αvται καθορίζονται έπίσηs βάσει σχέσεων τΟ:ς όποίας παρέχει ή θεω

ρία τfjs Δ1αταράξεως. 

Οvτω διά τΟ:ς τέσσαρας πρώτας διηyερμένας καταστάσεις τοv (πρα

yματικοv) άτόμοv τοv ήλίοv (σχ. 14) δvνανται νό: προσδιορισθοvν αί 

άντίστοιχοι σvναρτήσεις μηδενικfjς τάξεωs. Μία έξ αvτwν, ή άντιστοι-
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χοvσα είς τήν χαμηλοτέραν έκ των τεσσάρων ένερyειακων σταθμων, 

εΤναι ή χ,. Ή δέ άντιστοιχοvσα είς την άμέσως άνωτέραν στάθμηv 

εΤναι ή χ,. "Ας περιορισθωμεν, πρ:)ς ΤΟ παρόν, εlς τΤ]v μελέτην αvτωv 
μόvοv των δύο καταστάσεων. 

Παρατηροvμεν δτι αί σvναρτήσεις Χ, καί χ2 άποτελοvνται άπό ύδρο
yονοειδείς σvναρτήσεις τύποv ls καί 2s, έκπεφρασμέvας εlς τάς σvντε
ταyμέναs είτε Χι , yι , zι , ή χ 2 , y~ , z2 • Περιyράφοvν δηλ. καταστά

σεις τοv άδιαταράκτοv άτόμοv κατά τάς όποίας τοvτο εχει Εν ηλεκτρό

νιον είς (ύδροyονοειδij) κατάστασιν ls καί τό ετερον είς 2s. "Εν τοιοv
τον άτομον είς τήν Κβαντικήν Χημείαν άναφέρεται ώς iΞχον άπεικόνισιν 

ls2s. 
Βεβαίως αί σvναρτήσεις ψι καί ψ,, αί όπ<iίαι περιyράφοvν τάς άντι-

στοίχοvς καταστάσεις τοv πραyματικοv άτόμόv, διαφέροvν των χ 1 καί 
χ2 (κατά ποσόν τό όποίον, ώς είπομεν, δύναται νά ύπολοyίσΤ) ή θεω

ρία). Διατηροvμεν δμως τήν ίδίαν όρολοyίαν καί ~έyομεν δτι τό (πρα

yματικόν) άτομον τοv ήλίοv είς τάς δύο πρώτας διηyερμένας καταστά

σεις * !Ξχει τήν άπεικόνισιν ls2s. 
Άvαλόyως άποδίδομεν τήν άπεικόνισιν τοv άτόμοv εύρισκομένοv 

είς άλλας καταστάσεις ώς φαίνεται είς τό σχijμα 14. Ή άπεικόνι
σις τfjς θεμελιώδοvς καταστάcεως είναι 1.ς'. Τοvτο σημαίνει «δύο ήλε

κτρόνια εύρίσκονται εiς τήν στάθμην ls». ΕΤναι προφανές f\δη δτι αί 

στάθμαι ls2p εlναι τριπλως έκφvλισμέναι έφ' δσον ύπάρχοvν τρείς ύδρο
yονοειδείς σvναρτήσεις τοv τύποv 2p, αί 2p, 2py καί 2p,. 

Σvνοψίζοντες παρατηροvμεν δτι μολονότι δέν δvνάμεθα νά λύσω

μεν αvστηρως τήν κvματικΤ]ν έξίσωσιν τοv άτόμοv τοσ ήλίοv, δvνάμε

θα έντούτοις νά ύπολοyίσωμεν τάς στάθμας ένερyείας αvτοv κατά 

προσέyyισιν. Περαιτέρω, δvνάμεθα νά φαντασθωμεν δτι τά ηλεκτρόνια 

αvτοv εύρίσκονται είς «καταστάσεις» ls, 2s, 2px , 2py , κλπ., άντιστοι
χούσας είς τάς καταστάσεις τοv ύοροyονοειδοuς άτόμοv. Άλλ' έν~ είς 

τό ύδροyονοειδές άτομον ή ένέρyεια έξηρτδ:το μόνον έκ τοv κvρίοv κβαν

Τ\ΚΟV άριθμοv, είς τό Ο:τομον τοv ήλίοv ή ένέρyεια, λόyC{J τfjς διατα

ράξεως, έξαρτδ:ται έξ δλων των κβαντικων άριθμων. 

* Ό λόγος διά τόν όττοϊον τό δ:τομον τοΟ ήλίου μέ άττεικόνισιν ls'2s δύ· 
ναται νά ΕΧΠ δύο τιμάς ένερyείας θά έξηyηθf, μετά την θεώρησιν τijς αύτο

στροφijς τοΟ ήλεκτρονίου (§ VI,3). Αί δύο καταστάσεις μέ τι'Jν αύτι'jν άττει

κόνισιν άντιστοιχοΟν ή μέν ένερyειακwς κατωτέρα είς τταραλλήλους αύτοστρο

φάς τG:ιν δύο ήλεκτρονίων, ή δέ έτέρα εlς άντιπαραλλι'jλους. 
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4. • Α't'ομιχά τροχιcχχά. 

Τά τελεvταiα ταϋτα σvμπεράσματα εχοvν γενικωτέραν σημασίαν. 

Δηλ. όχι μόνον είς τό άτομον τοv ήλίοv, άλλά καί είς τά λοιπά άτο

μα τά περιέχοντα πολλά ήλεκτρόνια, δvνάμεθα νά ύποθέσωμεν (μέ προ

σέyyισιν <<μηδενικflς τάξεως») δτι eκαστον ήλεκτρόνιον περιγράφεται 

κεχωρισμένως ύπό μιaς ύδροyονοειδοvς σvναρτήσεως τvποv Js, ::!s, ::!px 
::!py , κλπ. καί, άντιστοίχως, εύρίσκεται είς ώρισμένην στάθμην ένερ

γείας, ή όποία αίιξάνει κατά την τάξιν ls, 2s, :.!p, ::s, :ιp, ::d κλπ. 
·ως είπομεν είς την παράγραφον ΙΙΙ,4 (σελ. 39) ή μορφη τfjς ύδροyο

νοειδούς σvναρτήσεως δεικνvει τάς περιοχάς τού χώροv είς τάς όποίας 

τό ήλεκτρόνιον eχει σχετικως μεγάλην η μικράν πιθανότητα νά εύρε

θij. Ύπό την iΞννοιαν αvτην έκάστη σvνάρτησις άντιστοιχεi είς μίαν 

ΕΚ των δuνατων «τροχιων» τού ήλεκτρονίοv κατά την κίνησιν αίιτού 

περί τόν πvρfjνα, σvμφώνως πρός τάς άντιλήψεις τfjς Παλαιaς Κβαντι

κfjς Θεωρίας (Bohr). Διότι καί κατά την κεντρικην κίνησιν ένός σώμα
τος έπί ώρισμένης τροχιaς είναι δvνατόν νά ύπολογισθij ή πιθανότης 

την δποίαν εχει τούτο νά εύρεθij είς διάφορα σημεία τού χώροv είς τv

χοvσαν χρuνικ11ν στιγμήν. 

Κατά τάς σημερινάς βεβαίως άντιλήψεις δέν έπιτρέπεται νά όμι

λούμεν περί «τροχιaς» τού ήλεκτρονίοv περί τόν πvρfjνα. Φvσικην ση

μασίαν εχει μόνον ή κvματικτ'] σvνάρτησις ή όποία περιγράφει ττ']ν κα

τάστασιν όλο κλήρο v τού θεωροvμένοv σvστήματος σωματιδίων. 
Άλλ' έφ' δσον, ώς άνωτέρω, έθεωρήσαμεν δτι fκαστον ήλεκτρό

νιον περιγράφεται ύπο μιaς vδροyονοειδοϋς σvναρτήσεως (ώς έάν Τjτο 

άνεξάρτητον των ά;\λων) κατ' έπέκτασιν χρησιμοποιούμεν την παλαιάν 

eννοιαν τfjς τροχιaς ώς έξfjς: 

Είς τό Κεφάλαιον \' Ι θa iδωμεν δτι αί μέχρι τούδε θεωρηθείσαι 

σvναρτήσεις, ψ, δέν εΙναι έπαρκείς προς πλήρη περιyραφην τfjς έκάστο

τε καταστάσεως τοv ήλεκτρονίοv. Ή πλήρης σvνάρτησις περιέχει καί 

eτερον παράγοντα, τού όποίοv ή τιμη έξαρτaται όχι άπό την θέσιν τού 

ήλεκτρονίοv είς τόν χωρον, άλλά άπό τόν προσανατολισμόν της στρο ... 
φορμflς τοv τfjς όφειλομένης είς την περιστροφην τοϋ ήλεκτρονίοv περί 

τόν έαvτόν τοv. Κατa ταύτα φ εΙναι το μέρος τfjς σvνολικfjς σvναρτή

σεως τό όποίον άντιστοιχεί είς την τροχιάν αίιτοϋ, δηλ. τό «τροχιακόν» 

μέρ"ς τfjς σvναρτήσεως. 

'Όθεν, προκειμένοv περί πολvηλεκτρονικων άτόμων, !Ξχει έπικρα

τήσει ή eκφρασις δτι τα ήλεκτρόνια εύρίσκονται eκαστον είς ώρισμέ

νον τροχιακόν. 'Επί παραδείγματι λέyομεν δτι τό άτομον τού ήλίοv είς 
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τήν θεμελιώδη αvτοv κατάστασιν ΙΞχει άμφότερα τa ήλεκτρόνια eis τc 
τροχιακον ls. 

'Αλλά καi άκόμη yενικώτερον. ·ως τροχιακa χαρακτηρίζονται όχι 

μόνον αί ύδροyονοειδείς συναρτήσεις, άλλa καί αί συναρτήσεις αί όποίαι 

προκύπτουν μετά τήν βελτίωσιν αvτωv διά τιvος προσεyyιστικfjς με

θόδου. Έφ' δσοv δέ άναφερόμεθα είς ήλεκτρόνια έvος μόνον άτόμου, τΟ: 

έν λόy(.}> τροχιακά όvομάζονται εiδικώτεροv «άτομικa τροχιακά». 

5. Ή Μέθοδος τώv Πcιpαλλαγώv. 

Μία aλλη προσεyyιστική μέθοδος, ή όποία είς πολλάς περιπτώ

σεις άποβαίνει πλέον εvχρηστος καί πλέον άποτελεσματική τfjς μεθό

δου διαταράξεως, είναι ή λeyομένη Μέθοδος των Παραλλαyων. Ή μέ

θοδοs αvτη είναι Ιδιαιτέρως χρήσιμος εiς τον vπολοyισμον τfjs ένερyείας 

τfjς θεμελιώδους καταστάσεως ένός συστήματος, ή όποία είναι καί ή 

άπο χημικfjς άπόψεως, πλέον ένδιαφέρουσα κατάστασις. 

Ή μέθοδος στηρίζεται έπί τοϋ άκολούθου θεωρήματος : 
'Έστω δτι i'χομεν προς λύσιν την κυματικήν έξίσωσιν Ηψ =Εν• 

ένος συστήματος, δπου Η είναι ό πλήρης Χαμιλτώνειος τελεστης αv

τοϋ. Αί άκριβείς ίδιοσυναρτήσεις ψ0 , ψ,, ψ,, ψ,, ... ώς καί αί άντίστοι
χοι iδιοτιμαί Η,,, Ε,, ΕΖ, Ε,, ... είναι ayνωστοι. Λαμβάνομεν fΊδη μίαν 

αvθαίρετον συνάρτησιν φ, ή όποία άρκεί νΟ: είναι συνάρτησις των αv

των συντεταγμένων (ώς καί αί ψ0 κλπ.) καί έπί πλέον, συνεχής, μο· 

νότιμος καί πεπερασμένη. την φ ύποθέτομεν έπίσης κανονικοποιημένηι~ 

οvτως ώστε 

Jφ*φdτ=l 
Τότε ή τιμή, 0, τοϋ όλοκληρώματος 

e; = _[ φ *Η φdτ (23) 

είναι μεyαλυτέρα τfjς ένερyείας, Ε0 , τf]ς θεμελιώδους καταστάσεως τοv 

συστήματος, η τουλάχιστον ϊση προς αvτήν: 

0 ...:::,., Εσ 

Ή περίπτωσιs 0 = Ε11 θά έμφανισθiJ εαν, κατά τύχην, έκλέξωμεv 

την φ οvτως ώστε φ = ψ0 • 'Άλλως, δπερ καί πιθανώτερον, ή ύπολο

yιζομένη τιμη 0 θά είναι μεyαλυτέρα τfjς Ε0 • 

Κατά ταvτα έάν δοκιμάσωμεν διαφόρους συναρτήσεις φ, έκείνη διά 

την όποίαν εvρίσκεται ή μικροτέρα τιμή, 6min1 τοv όλοκληρώματος (23) 
άποτελεί την καλυτέραν προσέyyισιν πρός την άληθfj συνάρτησιν ψ0 • 
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Καί ή <Smin είναι ή έξ ολων πλησιεστέρα πρός τήν πραyματικήν τιμήν 

της ένερyείαs τf)s θεμελιώδοvς καταστάσεως. 

Πρός έφαρμοyήν τοv Ο:νωτέρω θεωρήματος καταστρώνομεν μίαν 

«δοκιμαστικήν σvνάρτησιν» φ, ή όποία φροντίζομεν νά περιέχΤJ (έκτός 

τwν μεταβλητών Χι , )'ι , ... Ζπ ) Καί μίαν ή περισσοτέρας παραμέτροvς 

c,, c,, κλπ. 'Εν σvνεχεί<! εvρίσκομεν τό όλοκλήρωμα (23). 'ως εΤναι 

εvνόητον, ή όλοκλήρωσις yίνεται ώς πρός τάs μεταβλητάς (dτ = dx,· 
rly .... ), των παραμέτρων θεωροvμένων ώς σταθερών. Οvτω λαμβάνομεν 
τήν (-, ώς σvνάρτησιν των παραμέτρων. 

(, = f(c,, ι',, ... ) 

'Ήδη δi:ν i'χομεv παρά ν<'χ προσδιορίσωμεν τ<'χς τιμaς των παραμέ

τρων διa τ<'χς όποίας ή (-, λαμβάνει τήν έλαχίστην_ δvνατήν τιμήν. ·ως 

yνωστόν ή έλαχιστοποίησις αvτη yίνεται διa μηδενισμοv των παρα

yώyων της 0 ώς πρός τ<'χς ιΊ, ι·, κλπ. 

Έ<'χν ή δοκιμαστική σvνάρτησις δi:ν ε\ναι κανονικοποιημένη τότε 

Ο:ντi της σχέσεως (23) έφαρμόζομεν τήν (24). Είς αvτήν τήν περίπτω
σιν ή τιμή τοv παρονομαστοv, διάφορος της μονάδος, ίσοvται πρός 

1/Ν' καί, ώς ε\ναι προφανές, ή (24) σvμπίπτει μi: τήν (23). 

J φ*Ηφιlτ 
(-, -c--c 

f φ*φιtτ (24) 

Ή Μέθοδος τών Παραλλαyών παρουσιάζει πολλάς δvνατότητας, 

ώς πρός τήν μορφήν της δοκιμαστικΤjς σvναρτήσεως, καi iΞχει χρησι

μοποι ηθη εvρvτατα. Συνήθως, μi: μικρaν σχετικώς πεlραν, δvναται κα

νείς νa μαντεvστ:~ τήν κατάλληλον μορφήν της δοκιμαστικης σvναρτή

σεως, ώς καi τάς παραμέτροvς αί όπο!αι έπιβάλλεται νά είσαχθοvν είς 

αvτήν, οvτως ώστε ή έλαχιστοποίησις της ~ νά δώστ:~ σημαντικwς χα

μηλήν τιμήν. Καi σvνήθως αvτη προσεyyίζει ίκανοποιητικwς πρός τήv 

πειραματικwς προσδιοριζομένην ένέρyειαν της θεμελιώδοvς καταστά

σεως. 'Άλλοτε πάλιν ώς δοκιμαστικαi σvναρτήσεις δvνανται νά χρησι

μοποιηθοvν vδροyονοειδε!ς σvναρτήσεις η yραμμικοi σvνδvασμοi αv

τών, είς τ<'χς όποίας είσάyονται κατάλληλοι παράμετροι. 'Ή, δι' έφαρ

μοyης τΤjς Θεωρίας Διαταράξεως, vπολοyίζεται πρώτον ή προσέyyισις 

πρώτης τάξεως, ψ', ή όποία πρέπει ν<'χ προστεθ~ είς τήν Ο:κριβη σvνάρ-

τησιν μηδενικης τάξεως χ. 'Εν σvνεχεί<! δi: ή φ =χ+ φΔ, κατόπιν εί

σαyωyης είς αvτήν διαφόρων παραμέτρων, βελτιοvται δι' έλαχιστο

ποιήσεως της ~ ώς προς αvτάς τάς παραμέτροvς. 

"Εν παράδειyμα έφαρμοyΤjς ό:ναφέρεται είς τήν έπομένην nαρά

yραφον. 
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6. Στcχθερa πpοcχσπ{σεως. 

'ως ε'ίπομεν είς τήν παράγραφον Ι ν, 1, σελ. 54, ή άδιατάρακτοs 
σvνάρτησις διά τήν θεμελιώδη κατάστασιν τοv άτόμοv τοv ήλίοv εΙ

ναι ή (14): 

0 Ν - Z(r, + r,)/αο 
ψ Js2 = e 

'Εάν ήδη θεωρήσωμεν τόν άτομικόν άριθμόv Ζ όχι ώς σταθεράν άλλ' 

ώς παράμετρον, .%', ή ίδία σvνάρτησις γίνεται (μή κανονικοποιημένη): 

φ = e - Z'(r, + r,)/au (25) 

Είς τήν παράγραφον Ι ν, 1 περιεγράψαμε πως έκ της ό:διαταράκτοv 
ψ01s• δύναται νά vπολογισθij ή ένέργεια διαταράξεως πρώτης τάξεως 

(έκ τf)ι; 16), ή όποία πρέπει νά προστεθij είς τήv ό:διατάρακτον ένέρ

γειαν (15). 'Εν τούτοις ή οvτως έπιτvγχανομένη προσέγγισις, είδικως 
είς τήν περίπτωσιν τοv άτόμοv τοv ήλίοv, δέiι εΙναι ίκαvοποιητική. 

Τοvτο όφείλεται είς τό ότι, είς τό ό:τομον τοv ήλίοv, μέ σχετικως μι

κρόν φορτίον πvρηνος, ή ό:πωσις μεταξύ των ήλεκτρονίων δέν εΊναι 

άρκούντως μικρά έν σvγκρίσει πρός τήν iΞλξιν έκάστοv vπό τοv πvρη

νος. Πολύ καλvτέραν όμως προσέγyισιν πρός τήv τιμτ'jv της ένερyείας 

της θεμελιώδοvς καταστάσεως τοv ήλίοv έπιτvγχάvομεν, έaν vπολοyί

σωμεv ταύτην διά της Μεθόδου των Παραλλαyων. 

'Εάν χρησιμοποιήσωμεν ώς δοκιμαστικήν σvνάρτησιν iΞστω καί 

τήν άπλοvστάτην (25) εvρίσκομεν τιμήν έvερysίας (()) κατά πολύ πλη
σιεστέραν πρός τήν πειραματικήν, ί'ναvτι της ύπολοyιζομέvης vπό της 

Θεωρίας Διαταράξεως πρώτης τάξεως. Είς αvττ'jν ττ'jν περίπτωσιν τό 

έλάχιστον εvρίσκεται είς Ζ' = 27/16. Ό πραyματικός όμως ό:τομικός 

άριθμός τοv ήλίοv είναι Ζ = 2. 
'Εάν θέλωμεν νά δώσωμεν κάποιαν φvσικήν έρμηνείαν είς την δια

πίστωσιν ότι ή σvνάρτησις (25) (ή όποία είναι yινόμενον δύο vδροyο
νοειδων σvναρτήσεων τvποv ls) περιγράφει καλvτερον τήν θεμελιώδη 
κατάστασιν τοv άτόμοv τοv ήλίοv διa τιμήν τοv άτομικοv άριθμοv 

μικροτέραν της πραγματικης, δvνάμεθα νά φαντασθωμεν ότι iΞκαστον 

ήλεκτρόνιον προασπίζει τό iΞτερον άπό τοv πvρηνος. Ή διαφορά Ζ-Ζ' 

(είς τήν προκειμένην περίπτωσιν ϊση πρός 5. 16) ονομάζεται σταθερά 

προασπίσεως, ό δέ Ζ' ένεργός ό:τομικός ό:pιθμός, η τό Ζ' e ένεργόν πv
ρηνικόν φορτίον. 

Σταθεραί προασπίσεως χρησιμοποιοvνται εvρvτατα είς τόν σχη

ματισμόν έμπειρικων ό:τομικων τροχιακων δι6: πολvηλεκτρονικ6: Ο:το

μα, (βλ. § Υ Ι,9). 




