
ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 111 

ΤΟ Α ΤΟΜΟΝ ΤΟΥ Υ ΔΡΟΓΟΝΟΥ 

·ως εϊπομεν, σκοπός των άνά χείρας σημειώσεων εΙναι ή έν yενι­

καίς yραμμαίς παρουσίασις τf)ς κυματομηχανικf)ς μεθόδου μελέτης χη­

μικων προβλημάτων. Έκ των ήδη έκτεθέντων διαφαίνεται δτι ε!ς τά 

έπόμενα κεφάλαια θά εχωμεν νά μελετήσωμεν συστ'ήματα (μόρια) άπο­

τελούμενα άπό πλf)θος σωματιδίων. ·ως εΙναι δέ εύνόητον ή μελέτη 

ένός μορίου διευκολύνεται σημαντικώτατα, έάν EX1J προηyηθf) έπαρ­

κής κυματομηχανική μελέτη των άτόμων αύτοv. 

'Αλλά καί τά άπλα άτομα περιέχουν μέν iΞνα μόνον πυρf)να, άλλά 

συν'ήθως πολλά ήλεκτρόνια. Κατά συνέπειαν καί τούτων ή μελέτη διευ­

κολύνεται άπό μίαν προηyουμένην μελέτην τοv άπλουστάτου δυνατοv 

άτόμου ήτοι τοv ύδροyόνου. 

"Οθεν ή κυματομηχανική μελέτη τοv άτόμου τοv ύδροyόνου eχει 

θεμελιώδη σημασίαν δι' όλόκληρον τήν Κβαντικήν Χημείαν. 

1. Ή χuμaτιχή lξ(αωαις -rou ά-rόμοu -rou Η. 

Κλασσικως τό άτομον τοv ύδροyόνου εΙναι σύστημα δύο σωματι­

δίων ήτοι τοv πυρf)νος, μάζης Μ καί φορτίου +e, καί τοd-ήλεκτρο­
νίου, μάζης ηι καί φορτίου -e. ΛόyViJ τοv άντιθέτου φορτίου άσκείται 
μεταξύ των ήλεκτροστατική eλξις 

F= e' 
r• 

δποv 1· η απόστασις μεταξύ των. 

Ή κατάστρωσιs τf)ς κυματικf)ς έξισώσεως διά τό άτομον τοv ύδρο­

yόνου εΙναι, κατά τά λεχθέντα είς τήν παράyραφον Ι, 2, εύκολωτάτη. 
Έν πρώτοις λόyViJ τf)ς μεyάλης διαφορaς μάζης (Μ/111= 1836.5) τό κέν­
τρον βάροvς τοv σvστ'ήματος δυνάμεθα νά θεωρ'ήσωμεν δτι εύρίσκεται 

ε!ς τό κέντρον τοv πυρf)νος. Είς αύτό τό σημείον τοποθετοvμεν τήν 

άρχήν σvστ'ήματος Καρτεσιανων σvντεταyμένων. Τοvτο σημαίνει δτι 
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άδιαφοροvμεν διά τήν μεταφορικήν ενερyειαν τοv άτόμου έν συνόλ~. 

Περιοριζόμεθα δέ μόνον είς τήν θεώρησιν της έσωτερικης αvτοv ένερ­

yείας κινητικfjς καί δυναμικης. 

Ή κινητική ένέρyεια τοv πυρηνοs, ώς πρόs τό ληφθέν σvστημα 

άναφορΟ:s, εΤναι μηδέν. Tov δέ ήλεκτρονίου εΤναι 

Τ =c l_ (p'x + p'y + μ2,) (1) 
2nι 

δπου Ρχ = 111Υχ κλπ. ε\ναι σί τρείς συνιστώσαι της όρμης. 

Ή δυναμική ένέρyεια λόy~ τοv πεδίου (Όιιlο111)) ε\ναι, ώς yνωστόν 

e' 
\'=- --- (2) 

f' 

εχει δέ άρνητικόν σημείον διότι ή δυναμική ενερyεια τοv συστήματος 

λαμβάνεται ώς ίση προς τό μηδέν δταν τό ήλεκτρόνιον εύρίσκεται είς 

άπειρον άπόσ,ασιν άπό τοv πυρfjνος. 

'Εάν αί συντεταyμέναι τοv ήλεκτρον ίου εΤναι :-; , y καί z, ή άπό­
στασις, ΙΊ αύτοv άπό τοv πυρfjνοs θΟ: εlναι 

(3) 

Καταστρώνομεν ήδη κατΟ: τΟ: yνωστό: τόν Χαμιλτr::ινειον τελεστήν 

καί τήν κυματικήν έξίσωσιν 

__ 1_ ~ ( 0
2

11~ _L ϊJ'ψ a'ψ )- _e2 
_ Γ + ψ .. Εψ 

2111 4n' ΟΧ 2 
LJ\' 2 ΟΖ 2 r -

Ή έξίσωσιs αϋτη ypάφεται συνήθως ύπό τήν μορφήν 

, 8:1'η1 ( . e' ) v ψ + -,/-, - }, + r ψ =c ο 

δπου v ε\ναι ό τελεστής τοv ],;ψl:ιcχ~ όριζόμενος ώς έξης: 

a· a' a· 
V' = ax·' + ay' + oz 1 (S;ι) 

δηλαδή 

' 0'ψ (J'Ιψ ~ 
v·ψ = ax' + ο>'' + az' (5b) 

Ή κυματική έξίσωσιs (4) δvναται νά λυθi) μαθηματικώς, άνευ άνάy­
κηs προσφυyης είς προσεyyιστικάς μεθόδους. Αί λVσεις αvτfjς εΙναι 

yενικώs τfjς μορφfjς ψ(χ, y, z), δηλαδή συναρτήσεις τών τριών συντε­
ταyμένων, αί όποίαι όρίζουν τήν θέσιν τοv ηλεκτρονίου ώς προς τον 

πυρηνα. Τινές έκ των ίδιοσυναρτ~σεων αύτών εχουν μορφήν τοιαvτην, 
ώστε αί τρείς συντεταyμέναι νά άπαντώνται όμοv ώς χ'τΥ'+z'. Τότε 

διά της άντικαταστάσεως (3) ή συνάρτησις λαμβάνει τήν μορφήν ψ(r), 
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ήτοι ή τιμη αύτης έξαρτ6:ται μόνον έκ της άποστάσεως r, έκ τοϋ πv­
ρηνος, άδιακρίτως προσανατολισμοϋ. 

Ή λύσις της έξισώσεως (4) δύναται νc'χ έπιτεvχθij διc'χ μεθόδοv 

άναλόyοv πρός τi)ν χρησιμοποιη­

θείσαν είς τi)ν παράyραφον ΙΙ,1. 

Ένταϋθα ομως θc'χ περιορισθwμεν 

είς άπλην μόνονσκιαyράφησιν της 

λύσεως ταύτης χωρίς νc'χ εiσέλθω-

μεν είς λεπτομερείας. 

Τό πρόβλημα διεvκολύνεται 

έc'χν Ο:vτί Καρτεσιανwν χρησιμο-

ποι ήσωμεν πολικaς σvντεταyμέ-

νr'·; (σχ. 6), όπότε ή θέσις τοϋ 

ήλεκτρονίοv όρίζεται vπό των με­

ταβλ ητwν 1· .• ι'J καί ψ Ή yωνία Χ 
r; δύναται νc'χ λάβη τιμaς άπό Ο 

μέχρι 2 7, ένQ ή 1'J μόνον άπό Ο 

μέχρι :τ. 

Ζ 

γ 

Σχ. 6. 

Οί μετασχηματισμοί μεταξv τwν δύο συστημάτων σvντετ_αyμένων, 

ώς yνωστόν, εΊναι: 

καi άvτιστρόφως : 

χ - rsίηι?ι'οsψ 

y == 1·si111?sinφ 

ι , c: Τ cosθ 

ι-' :.:c: χ' -+- y' + z' 

Ζ 

('OS{) = --;===== 
Υχ' + y 2 + z' 

ν 
tanφ = -'-·­

χ 

(6) 

(7) 

Τό &θροισμα τwν μερικwν παραyώyων (Sb) πρέπει νό: έκφρασθij 

είς τό νέον σύστημα σvντεταyμένων. Δι' έφαρμοyfiς τwν yνωστwν κα­

νόνων μερικης παραyωyίσεως * εvρίσκομεν: 

r' 

rJ'ψ 1 a•ψ a'ψ -
V'Ψ =: ax> -1 ayo + ~ - (8) 

r1 ( ar r' 
aψ)_j___I __ ~(sίnθ aψ )+--1- a•ψ 
dι· 1 r'sinθ aθ (){} r•sin•θ οφ• 

οψ 

οχ 

ον or οψ_ϊθ+οψ οφ 
or Τχ + (iθ 8χ οφ ax κλπ. 

3 
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ή 

_ a 2ψ 2 aψ , ι ο' ψ 
v·ψ= iJr' + r ar i 7 dι9' + r'tanι'J aψ , ο'ψ 

dθ Τ r'sin'ι't rJq/ 

Σvyχρόνως θεωροuμεν τήν σvνάρτησtν ψ ώς γινόμενον τριwν πα­

ραγόντων, iΞκαστος τwν όποίων είναι συνάρτησις μιδ:ς μόνον μετα­

βλητfjς 

ψ = R(r)· (:)( ι9)· Φ( φ) (9) 

Είσάyοντες τήν σχέσιν (9) είς τήν (8) καi ταύτην είς τήν (4) λαμβά­
νομεν διαφορικήν έξίσωσιν περιέχοvσαν τήν σvνάρτησιν ψ καi τάς πα­

ραyώyοvς αvτfjς ώς πρός τάς μεταβλητΟ:ς 1·, {} καi φ. 

Ή οvτως έπιτvyχανομένη πρόοδος συνίσταται εiς τό δτι ή νέα 

αvτη διαφορική έξίσωσις δύναται νΟ: διαχωρισθij * είς τρείς άπλοvστέ­
ρας, τάς (10), (11) καi (12), έκάστη τwν όποίων περιέχει μίαν μόνον 
μεταβλητήν. Πρός διαχωρισμόν είσήχθησαν αί m καi β, μη έξαρτώμε­
ναι έκ τwν μεταβλητwν. Αί έπιτρεπόμεναι τιμαi τwν m, β καi Ε θά 

εύρεθοvν έκ τfjς λύσεως τwν έξισώσεων. 

1 d'Φ 
- -- ==-πι? (10) 
φ dφ' 

-.-1- ~ (sίηι9 ιl (:))-~ (-) + β(-) =Ο (11) 
sι η i'J d 1~ d ι9 sιη' ι? 

_1 ~(r? ιiR)_l_R+ 8?'μ (Ε+ Ze')R=O (12) 
1··2 dr riι· r" h' r 

Άττοφασιστικήν βαθμίδα διά την έττίτευξιν τijς λύσεως μιάς διαψορικijς 

έξισώσεως ττεριεχούσης ττολλάς μεταβλητάς άττοτελεϊ ό διαχωρισμός αύτijς. 

Έττί ττσραδείyματι ή ύττ' δψιν διαφορΊκη έξίσωσις δύναται νά μετασχηματι­

σθfi ώ' έξijς: 

_1_ . d•Φ =('Όροι έξαρτώμενοι ,μό-) 
Φ dφ2 νον έκ των r και θ 

(4a) 

Ή έξίσωσις ύττοτίθεται [σχύουσα δι' ολας τάς τιμάς των μεταβλητων. Παρα· 

τηροuμεν ομως οτι διά σταθεράν τιμην τijς φ καί μεταβλητάς ι· καi θ, τό άρι­

στερόν μέλος τijς (4a) θά εχn τιμην σταθεράν. 'Άρα έάν τό δεξιόν μέλος έξι· 
σωθf, ττρός μίαν σταθεράν ή νέα ττροκύτττουσα έξίσωσις 

('Όροι 1· καi θ)=Κ (41>) 

θά ττρέττει νά tσχύn δι' ολας τάς τιμάς των 1· καί θ, έν~ συγχρόνως θά ττρέ­

ττει νά έτταληθεύεται ή 

1 d 2Φ 
-·--=Κ 
φ dφ' 

Κατ' άνάλοyον τρόττον διαχωρίζεται ή (4b) ε[ς δύο, τάς (11) καί (12). Ε!ς 
τήν (10) έτέθη Κ =- ιn' ττρός διευκόλυνσιν τijς λύσεως αύτfjς. 
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Τό πρόβλημα, οvτως, άνάyεται είς τήν εvρεσιν των συναρτήσεων 

R, Θ καi Φ, αί όποίαι ίκανοποιοvν τάς έξισώσεις (10), (11) καi (12). 
·ως είναι εύνόητον θά εvρεθοvν άπειροι τοιαvται συναρτήσεις. Αί δέ 

έν τέλει ζητούμεναι συναρτήσεις ψ θά είναι δλα τά δυνατά yιvόμεvα 

R-Θ·Φ. 

Χάριν άκριβείας, είς τήν έξίσωσιν (12) έτέθη ή άνηyμένη μaζα (μ) 
τοv συστήματος άντi τfjς μάζης τοv ήλεκτρονίου. Ή διαφορά μεταξύ 

των δύο αύτων μεyεθων είναι άσήμαντος. 'Επίσης τό φορτίον τοϋ πv­

ρfjνος έτέθη + 7,e, ώστε τά άποτελέσματα νά ίσχύουν όχι μόνον διά 

τό άτομον τοϋ ύδροyόνου, άλλ' έπίσης καi δι' οίονδήποτε ύδροyονοeι­

δές άτομον. Ύδροyονοειδfj άτομα ονομάζονται τά ίόντα He+, 1,ί + +, 

He+ + + κλπ., τά όποία άποτελοvνται έξ ένός. πυρfjνος καί ένός ήλε­

κτρονίου. Προφανwς 7, είναι ό άτομικός άριθμός τοv στοιχείου, έν'!> 

κατά τά λοιπά ή κυματική έξίσωσις ύδροyονοειδοvς άτόμου είναι άκρι­

βwς ή ίδία μέ τήν τοv ύδροyόνου. 

2. Κβαvτικοi &:ριθμοι τοϋ Uδρογοvοειδοϋς &:τόμοu 

Ή λύσις των έξισώσεων (10), (11) καi (12) είναι προφανές δτι 

πρέπει νά άρχίσ1J έκ τfjς ( 10), διά νά προσδιορισθοvν αί έπιτρεπόμε­

vαι τιμαί τfjς παραμέτρου m. Έξ αύτwν έν συνεχείςχ προσδιορίζονται, 
f:κ τfjς (11), αί τιμαί τfjς β καί έν τέλει αί τιμαi τfjς όλικfjς ένερyείας 

Ε έκ τfjς (12). Κατά τήν διαδικασίαν αύτήν θά πρέπει νά άναζητη­

θοϋν συναρτήσεις Φ, Θ, καί R, αί όποϊαι νά είναι συνεχείς, μονότιμοι 

καi πεπερασμέναι καθ' δλον τό πεδίον μεταβολfjς των άντιστοίχων με­

ταβλητων, διότι μόνον τότε δύναται νά EX'IJ τάς ίδιότητας αύτάς καi 
ή όλικη συνάρτησις ψ = R. Θ. Φ. 

Ή λύσις τfjς έξισώσεως (10) εΤναι άπλfj. Αvτη γράφεται καί ώς 

εξης : 
d'Φ 

= -rη'Φ 
dφ' 

'ως εύκόλως δύναται νά διαπιστωθiJ δι' έπαληθεύσεως αί λύσεις 

αύτής είναι τfjς μορφfjς 

Φ = N[αcos(rnφ) + α'-sin(mφ)] (13) 

·ο συντελεστf~ς α' δύναται νά είναι πραyματικός η φανταστικος άρι­

θμός. Ό Ν είναι ό συνήθης συντελεστf~ς κανονικοποιήσεως. Εύνόητον 

ότι καί αί άπλαί συναρτήσεις cos(mφ) καi sin(mφ) άποτελοϋν λύσεις 

τfjς (10) (όπότε α η α' = Ο). 

Αί τιμαi τάς όποίας δύναται νά λάβ1J ή παράμετρος m καθορί­

ζονται άπό τf~ν άπαίτησιν δπως ή Φ είναι μονότιμος συνάρτησις τfjς 
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γωνίας φ. Δηλ. ή Φ πρέπει να εχη την ίδίαν τιμην διά φ = φ, καί 

φ = φ, + 2π καθ' δσον αl δύο αvταί τιμαί τi'jς φ άντιστοιχοϋν είς 

τό αvτό σημείον τοϋ χώροv. Διά νά έξασφαλισθfj τοϋτο ή πι πρέπει 

νά eχη μόνον άκεραίας τιμάς, θετικάς η άρνητικάς η καi μηδέν: 

1η = ο, ± 1, + 2, ± 3, ..... . 

Ό άριθμός m όνομάζεται «μαγνητικός κβαντικός άριθμός». 
'Ίνα άρκεσθωμεν είς iΞν παράδειγμα, είς την κανονικοποιημένην 

1 
σvνάρτησιν Φ = cos2φ άντιστοιχεί μαγνητικός κβαντικός άριθμός 

Υπ 
rn=2. 

Ήδη ή λύσις των διαφορικων έξισώσεων ( 11) καi ( 12) δύναται νά 
έπιτεvχθfj διά τi'jς μεθόδοv των πολvωνύμων, ώς αvτη άνεπτύχθη είς 

τήν παράγραφον Ι Ι, 1 προκειμένοv περί διαφορικi'jς έξισώσεωs άναφερο­
μένης είς μίαν μόνον μεταβλητήν. 'Όπως δέ προέκvψεν έκεί ό κβαντικός 

άριθμός τοϋ γραμμικοv ταλαντωτοϋ, άναλ6γως προκύπτοvν καi έδω 

δύο κβαντικοί άριθμοί, ό l έκ τi'jς (11) κcχί ό n έκ τi'jς (12). Έπειδi] δέ 

δ rιi περιέχεται είς τήν (11) προκύπτει ώρισμένη σχέσις μπαξίι πι καi 

l καί, έν σvνεχείςχ, ώρισμένη σχέσις μεταξύ / καi n. 
Τά άποτελέσματα ταϋτα σvνοψίζονται ώς έξi'jς: 

Ό 11, όνομαζόμενοs «κύριος κβαντικος άριθμός», δύναται νΟ: λάβη 

τάς άκεραίας τιμάς n = 1, 2, 3, .... κλπ. άπεριορίστως. 
Ό l, όνομαζόμενος «άζιμοvθιακός κβαντικός άριθμος» δύναται νά 

λάβη τάς τιμάς μόνον ι = ο, 1, 2, 3, .... , '(/ ·-· 1. 
Ό δέ μαγνητικός κβαντικός άριθμός δύναται ν6: λάβη μόνον τΟ:ς 

τιμάς m = Ο, + 1, + 2, ± 3, .... , J:: 1. 
Άφ' έτέροv, κατά τήν λύJιν τi'jς έξισώσεως (12), ωρισκονται καi 

αί έπιτρεπόμεναι τιμαί τi'jς όλικi'jς ένερyείας Ε, δπως καi είς τήν περί­

πτωσιν τοϋ γραμμικοϋ ταλαντωτοϋ. Σvγκεκρψμένως ένταϋθα εvρί­

σκεται 

__ 2π 2,uΡ• Ζ' 
Εη - h' n' (14) 

Παρατηροϋμεν δτι ή ένέργεια μιaς καταστάσεως vδpοyονοειδοvς 

άτόμοv έξαρτaται μόνον έκ τοϋ κvρίοv κβαντικοv άριθμοϋ καi όχι έκ 

των ι καί m. Τοϋτο εΙναι σvνέπεια τi'jς σφαιρικi'jς σvμμετρίας TOV ήλε­

κτρικοϋ πεδίοv έντός τοϋ όποίοv εvρίσκεται τό ήλεκτρ6νιον, δέν πα­

ρατηρείται δέ εις πολvηλεκτρονικά άτομα, δποv ή ένέpyεια έξαρτaται 

έκ τi'jς τιμfjς δλων των κβαντικων άριθμων. 
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3. Τό φά.σμα τοϋ &τόμοu τοϋ uδρογόvοu 

Ή σχέσις (14) εvρισκομένη πανομοιότvποs καi vπό τfjs Παλαιas 

Κβαντικfjς Θεωρίας (κατά τήν μέθοδον Hol1r) ό:ποδίδει μιΞ θαvμαστfιv 

ό:κρίβειαν τό φάσμα τοv ό:τόμοv τοv vδροyόνοv. Τοϊίτο δέ άποτελεί 

μίαν έκ των ίσχvροτέρων ένδείξεων, έπi των όποίων στηρίζεται ή πε­

ποίθησις οτι αί ίδιότητεs οίοvδήποτε ό:τόμοv η μορίοv θά ήδύναvτο 

νά προβλεφθοvν μi: άπεριόριστον ό:κρίβειαν έάν κατωρθοϊίτο νά λvθij 

άκριβως ή κvματική έξίσωσις αvτοϊί. 

Κατά ταvτα ή χαμηλοτέρα δvνατή τιμή ένερyείας τοv ό:τόμοv τοϊί 

vδροyόνοv (7 •· 1, ιι ---c 1) θά εΤναι 

Ε 1 

2τι' μe• 
--h-,-

Ή κατάστασις ενος σvστήματος, είς τήν όποίαν τοvτο iΞχει τήν 

μικροτέραν δvνατήν τιμήν ένερyείας, όνομάζεται θεμελιώδης κατάστασις. 

Ή ένέρyεια ή ό:παιτουμένη οπως άπομακρυνθij τό ήλεκτρόνιον έκ 

τοv ό:τόμου εvρισκομένοv είς τήν θεμελιώδη κατάστασιν ε!ς άπειρον 

ό:πόστασιν, καλοvμένη ένέρyεια ίονισμοv, θά εΙνα~ ϊση (κατ' ό:πόλvτον 

τιμήν) μi: τήν Ι<:, ώς άνωτέρω. Ή τιμή αvτfjς εΙναι 2.1528Χ 10· 11 er~·s 

η 13.530 \".ί?., η 311.934 ιι·;ιl/ιηοlι-. 

Καταστάσεις τοv συστήματος μi: ένέρyειαν μεyαλvτέραν τfjς θε­

μελιώδους όνομάζονται διηyερμέναι καταστάσεις. Είς τό άτομον τοϊί 

1 1 
vδροyόνοv αvται θά ί'χοvν ένέρyειαν Ε,= Ε, Χ Τ' Ε3 = Ε, Χ 9 κ.λ.π. 

yενικώς δi: Ε11 
1 

Ε Χ-. 
' ιι' 

'Εάν, fΊδη, τό &τομον TOV vδροyόνοv μεταπέση έκ διηyερμένηs τι­

νός καταστάσεως είς τήν θεμελιώδη, θά έκπέμψη ό:κτιvοβολίαν σvχvό• 

τη τος 

___ En - Ε, = _!h_ r-1- - l] 
Yin- /ι h 11' 

flτοι Υ111= hE, r+.- ~'] ( 15) 

n =-= 2, 3, ..... 

Άναλόyως, έάν ό:πό 5ιηyερμένας καταστάσεις μi: n = 3, 4, ...... μετα-
πέση είς τήν κατάστασιν rι = 2, ή σvχνότης τfjς έκπεμπομέvης άκτι­

vοβολίας θά είναι 



38 

-Ε r· 1 1 ] 
)'2n = h 1 2• - n• (16) 

n=3, 4, ..... . 

Γενικώς δέ τό φάσμα τοu άτόμου τοu ίιδροyόνου άναμένεται να άποτε­

λfjται άπό συχνότητας δυναμένας να παρασταθοuν ίιπό τοu τύπου 

(17) 

όπου 11,
1 
= 1, 2, 3, 

καi 1ί, = n, + 1, n, + 2, η, + 3, ..... . 
Πρό της έμφανίσεως της Κβαντικης Θεωρίας ήτο yνωστόν δτι τό: 

μήκη κύματος των yραμμών τοϋ φάσματος τοu ύδροyόνου άποδίδον­

ται ύπό τοv yενικοu τύπου 

_1 = η(-1 __ 1 ) 
λ n,' n; 

(18) 

όπου Ν εΤναι ή καλουμένη σταθερά τοu Rydberg·. 
Εlς τήν Φασματοσκοπίαν ή συχνότης έκφράζεται όχι ε!ς άριθμόν 

κυμάνσεων άνa δευτερόλεπτον (ν), άλλΟ: κατΟ: προτίμησιν είς άριθμόν· 
κυμάτων άνa έκατοστόμετρον (ii). ΤΟ: δύο ταϋτα μεyέθη εΤναι άνάλο­

yα, συνδέονται δέ μέ τήν ταχύτητα τοϋ φωτός διά τi'js yvωστi'js σχέ­

σεως c = ;., .. "Οθεν 

- 1 )/ 
ν=--=----. λ c (19) 

Ή v όνομάζεται «άριθμός κυμάτων» καί έκφράζεται είς cιιι-•. Ό 

λόyος της προτιμήσεως αvτi'jς εΤναι προφανής: ή ν δύναται νά ύπο­

λοyισθi) μέ τήν αvτήν άκρίβειαν μέ τήν δποίαν μετράται τό μηκος κύ­

ματος, έν4) τοvτο δέν εΙναι δυνατόν διά τήν συχνότητα ν, λόy~ της 

μικροτέρας άκριβείας μετά τfjς δποίας είναι yνωστή ή ταχύτης του 

φωτός. 

Έπανερχόμενοι ε\ς τήν σχέσιν (17) καί συνδυάζοντες ταύτην μετά 
των (18) καi (19) διαπιστοϋμεν δτι ή σταθερά τοϋ RyιlherR εΙναι 

2π2μe• 
R=---­ch• (20) 

Αί είς τήν ύπεριώδη περιοχήν φασματικαί yραμμαi τοϋ ύδροyό­

νου άποδίδονται ύπό τοϋ τύπου (15). "Οταν αί συχνότητες φασματι­
κών τινων γραμμών &:ποδίδονται ίιπό ένός τύπου περιέχοντος μίαν πα­
ράμετρον (n) διά διαδοχικάς άκεραίας τιμάς της παραμέτρου ταύτης~ 
λέyομεν ότι αt yραμμαi αvταl άποτελοvν μίαν «φασματικήν σειράν». 

Ή έν προκειμέν~ εΙναι γνωστή ώς σειρά Lyman. 
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Ή είς την όρατΤ)ν περιοχήν φασματική σειρά τοv ύδροyόvοv, ή 

σειρά Balnιer, άποδίδεται ύπό τοv τύπου (16). Είς τάς yραμμό:ς τfjς 

σειρΟ:ς αύτfjς είχε, τό πρwτον, διαπιστωθfj ύπό τοv Balmer ή ίσχvς 
τοv έμπειρικοσ τύπου 

n'! ο 

λ = 3646-- είς Α 
n'-4' 

n = 3, 4, 5, ..... . 

(16a) 

Ό τύπος (16a), άνάλογος τοv (16), ώς καί ό γενικός τύπος (18) εΤvαι 
γνωστός ώς τύπος τοv Balnιer. 

"Αλλαι δύο φασματικαί σειραί άνευρίσκοvται είς τό ύπέρvθρον, ή 

σειρΟ: Γasclιen (n, = 3 καί n, = 4, 5, 6 1 •••••• ) καί ή σειρΟ: Brackett 
(n, -- = 4 καί n, = 5, 6, 7). 'Εν τέλει δέ, είς τό άκρότατον ύπέρυθρον 

παρατηρείται ή άρχή της σειρΟ:ς Pfnncl (rι, = 5, rι, = 6). 

4. Αί ύδρογονοειδείς ίδιοαuναρ-τήσεις 

'ως εϊπομεν, ή θεμελιώδης κατάστασις ύδρογονοειδοvς άτόμου χα­

ρακτηρίζεται άπό τήν τιμήν 1 διΟ: τόν κύριοv κβαντικόv άριθμόν. 'Άρα 
οί άλλοι δύο κβαvτικοl άριθμοl θΟ: εΤναι l = Ο κqί ιιι =Ο. Ή κυματική 

συνάρτησις της καταστάσεως αύτης εΤναι 

δη ου 

1 ( Ζ )"!~ -- /,r/«o 
ψ,,-=-- -- e 

Γπ a .. 

h' 
(/ =----

" 4;ι'μe2 

Ό λόγος δια τόv οποίον έτέθη είς τήν συνάρτησιv τό διακριτικόv ls 
9α καταστtj έμφανής άπό τα περαιτέρω. 

Παρατηροvμεν, έν πρώτοις, δτι ή συνάρτησις αϋτη eχει σφαιρι­

κήv συμμετρίαν, δηλ. ή τιμή αύτf\ς δev έξαρτΟ:ται άπό τας γωvίας 19 
καί φ, άλλα μόνον άπό τήν άπόστασιν, r, τοv ήλεκτρονίου άπό τοv 
πvρi']νος. 

"Ας άναζητήσωμεν τήv πιθαvωτέραv άπόστασιν, r 0 , δια τό άτομοv 

τοv ύδροyόνοv (Ζ = 1) εύρισκομένοv είς τήv θεμελιώδη κατάστασιν. 

·ως στοιχείον χώρου καθορίζομεν τόν χwρον τόv περιλαμβαvόμενον 

μεταξv δύο σφαιρικων έπιφαvειων άκτίνος r καί r + dr. Προφανwς δ 
χwρος αύτός θα eχη όγκοv 4πr'dr, ή δe πιθανότης νΟ: εύρεθtj τό 

ήλεκτρόvιον έντός αύτοv θα εΤvα1 1 κατα τα λεχθέντα είς τήv παράyρα­
φον Ι,4 (σελ. 7), ψ4nr2dr. 

Ή συνάρτησις Ρ = 4πr-'ψ' θΟ: εΤvαι ή σvvάρτησις κατανομfjς της 
πιθανότητος ώς πρός τήν άπόστασιv 
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Ή μορφή αίιτflς φαίνεται είς τό σχfjμα 7. Είς ι· =Ο αvτη μηδενίζεται 

λόycρ τοv πρώτοv παράyοντος καl διά r~ α. μηδενίζεται λόycρ τοv 
έκθετικοv παράyοντος. Έχει δέ 

Ρ 
μέyιστον διά r = 'ΙΌ. 

Τήν άπόστασιν r 0 δυνάμεθα 

νά εvρωμεν έάν μηδενίσωμεν τήν 

πρώτην παράyωyον τfjς . Ρ ώς 
πρός r. Αvτη εΤ11αι 

dP 8r- - 2r/αο -- = (αο-r) -. - e 
dr αο' 

Σ 7 Παρατηροvμεν δτι ή παράyωyος 
Χ· . 

μηδενίζεται διά 1·
0 

= α11 • 

'Άρα ή (t,, είναι ή πιθανωτέρα άπόστασις τοv i]λεκτρονίοv άπό τοv 

πvρfjvoς είς τό μή διηyερμέvον &τομον τοv ύδροyόνοv. 

Κατά τήν Παλαιaν Κβαντικήν Θεωρίαν ή άκτίς τfjς μικροτέρας κv­

κλικfjς τροχιΟ:ς τοv i]λεκτρονίοv είς τό &τομον τοv ύδροyόνοv ύπελο­

yίζετο έπίσης είς a,,. Διa τοvτο ή α,, όνομάζεται «άκτίς ϊ'οv Bol1r». Έκ 
των yνωστων τιμων τfjς σταθερΟ:ς τοv ΙΊ::ιηck καi τfjς μάζης καi τοv 

φορτίοv τοv ήλεκτρονίοv ή τιμή τfjς ιι 0 ύπολοyίζεται είς 0.53 Α. 
Ή έν προκειμένcρ ύπεροχή τfjς Κvματομηχανικfjς εyκειται eίς τό δτι 

κατά τήν θεωρίαν Ho1Ir τό &τομον τοv ύδροyόνοv (μέ τό ήλεκτρόνιον 
κινούμενον έπί κvκλικfjς τροχιΟ:ς) θa επρεπε νa εΤναι έπίπεδον, έν<;> 

κατά τά άvωτέρω έκτεθέντα τοvτο εχει σφαιρικήν σvμμετρίαν. 

"Ας θεωρήσωμεν ήδη διηyερμένας καταστάσεις τοv ύδροyονοει­

δοvς άτόμοv καi τaς άντιστοίχοvς κvματικάς συναρτήσεις. 

'Εάν ό κύριος κβαντικός άριθμός είναι 'ft = 2, ό l δύναται νά εΤναι 
Ο η 1. Καί έάν l = Ο, ό ιιι δύναται νά λάβ~:~ μόνον τήν τιμήv μηδέν. 

'Εάν δέ l = 1, ό ιιι δύναται νά είναι 1, Ο, η -1. Οvτως εχομεν τούς είς 
τήν σελ. 41 &νω τέσσαρας δυνατούς σvνδvασμούς διά rι = 2 καί τάς 

άvτιστοίχοvς κvματικάς συναρτήσεις. 

'Wς πρός τό σύστημα σvντεταyμένων χ, ~-, z, αί τέσσαρες αίιταi 

συναρτήσεις εχοvν έκάστη διάφορον μορφήν η προσανατολισμόν. 

Ή συνάρτησις Ψ~s έξαρτΟ:ται μόνον άπό τήν άπόστασιν r, δπως 
καί ή 'Ψ1s καί εχει έπομένως, σφαιρικήν σvμμετρίαν. 'Αδιακρίτως προσ­

ανατολισμοv τό ήλεκτρόνιον έχει τήν μεyίστην πιθανότητα νά εύ­

ρεθi] είς ώρισμένην άπόστασιν, ή όποία δμως ένταvθα είναι 5., 24 
πλασία τfjς άκτίν:)ς Boln αn. 



ιι, l, ·m 

2, ο, ο 

2, 1, ο 

2, 

2, 

41 

Ζ 

ψz, - ------ -- 2- -~--- r e 2a., 1 ( Χ )η 2 ( Ζ ) - - r· 
41/h α., ιJο 

Ζ 

Ψtr l (__!___ )
3

:
2 

__!__ ι·e - 2αυ r · cos1'f 
ι 4lli α0 ιι., 

.l 

ψ21, _____ 1_ ___ (_!_)312 _!_ι·ι~- 2" 0 r ·sinθ.cosφ 
χ 4~ ((., Οο 

Ζ 
1 ( Ζ ) aι. Ζ - ~ r . . 

ι;ι~,, --- -- -- re 0 • sιnι?·sιnφ 
Υ 4)'2; Uo Uo 

Κvματικαi σvναρτήσεις ί:χοvσαι σφαιρικήν σvμμετρίαν χαρακτη­

ρίζονται διό: τοv yράμματος 8. 'Ομοίως καi αί καταστάσεις τό:s όποίας 

αvται περιyράφοvν χαρακτηρίζονται ώς καταστάσεις s. 
Διάφορος δμως είναι ή περίπτωσις τfiς σvναρτήσεως ψ~p,· Αvτη 

ε\ναι φανερόν δτι i'χει τιμήν μηδενικήν είς τό έπίπεδον xy, δποv cosθ 

= cos 90° =Ο. Ή ψ2 r έπίσης μηδενίζεται είς τό έπίπεδον yz καi ή ψ2p 
' Υ 

είς το έπί ιτεδον xz. Τοvτο θό: καταστi] έμφανέστερον έό:ν άντικατα-

στήσωμεν τό:ς πολικό:ς σvντεταyμένας διό: των χ, '" καi z κατό: τό:ς 
σχέσεις (6) (σελ. 33) 

l/'2r =:-.l·z·c-ιir 
l 

l/''!ι1 -==:\"·χ ·ι' - /;,. 
λ 

l/'2r =.:'\·\"(' -ιJι· 
Υ 

(21) 

Τί παρισταvν αί σταθεραi ?\ καi β εvρίσκεται εvκόλως διό: σvyκρίσεως 
μέ τό:ς ώς 6:νω άναλvτικό:ς έκφράσεις των σvναρτήσεων. 

'Wς είναι ijδr, φανερόν, έκ των σχέσεων (21), αί σvζητοvμεναι 

σvναρτήσεις (χαρακτηριζόμεναι καi αί τρε'ίς vπό της τιμfiς τοv l = 1) 
περιέχοvν άφ' ένός μέν ίΞνα έκθετικόν παράyοντα, άφ' έτέροv δέ άνά 

μίαν έκ των σvντεταyμένων χ, \' καi Ζ. Καi λόyCj) μέν τοv έκθετικοv 

παράyοντος ή τιμή αvτων τείνει είς τό μηδέν δταν ή άπόστασις (r) 
άπό τοv πvρηνος τείνει είς τό άπειρον. Σvyχρόνω:; δμως έκάστη μη­

δενίζεται είς'Ε:ν έπίπεδον, ώς π.χ. ή ψ2r είς τό έπίπεδον xy (δποv z=O). 
Ι 

τα έπίπεδα αvτό: όνομάζονται δεσμικό: έπίπεδα κατ' άναλοyίαν 

πρός τοvς δεσμοvς· τών στασίμων κvμάτων. 

Σvναρτήσεις της μορφfiς αvτfiς, ώς αί (21), χαρακτηρίζονται ώς 

σvναρτήσεις p. Αvται εΤναι σvμμετρικαί ώς πρός ίΞνα άξονα καί eχοvν 

i:ν δεσμικόν έπίπεδον, τό κάθετον έπi τόν έν λόyCj) άξονα. Χαρακτηρί­

ζονται δέ vπό τfiς τιμης TOV άζιμοvθιακοv άριθμοv ι = 1. Διαφέρουν 
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μεταξύ των ώς προς τήν τιμήν τοv ιιι. Καί έπειδή διά l = 1 ό m δύ­
ναται νά λάβΤ) μόνον τρείς τιμάς (1, Ο, -1) αί p συναρτήσεις εΤναι τρεϊς, 
άντιστοιχοvσαι έκάστη είς ε..,α έκ των άξόνων χ, y καί z. Διά τοvτο 

χαρακτηρίζονται άντιστοίχως ώς p, , py καί p, . 
'Ήδη καθίσταται φανερόν τό νόημα των χρησιμοποιηθέντων δια­

κριτικων 18, 2s, 2px, 2py, 2p, πρός χαρακτηρισμόν των συναρτήσεων 
ψ. Ό άριθμός 1 ή 2 παριστξΧ τήν τιμήν τοv κυρίου κβαντικοv άρι­

θμοv. s σημαίνει δτι ή συνάρτησις ε)cει σφαιρικήν συμμετρίαν (l = Ο). 
Τά δέ μ, κλπ. ώς είπομεν άμέσως άνωτέρω. 

Παραστατικως ή μορφή των συναρτήσεων άποδίδεται συνήθως 

vπό σχημάτων ώς τό σχ. 8. Είς ταvτα ύποτίθεται δτι παρίσταται μία 
lπιφάνεια ίσης πιθανότητος, τό δέ ήλεκτρόνιον eχει πιθανότητα 90 °1., 
νά εvρεθΤj έντός τοv ύπ' αύτfjς περικλειομένου χώρου. Οvτω διά τήν κα­

τάστασιν .~ ή έν λόy~ έπιφάνεια εΤναι προφανές δτι θά εΤναι μία σφαίρα. 

ΑΙ δέ συναρτήσεις p έκτείνονται κατά μfjκος των άντιστοίχων άξόνωv 

ώς φαίνεται ε!ς τό σχfjμα 8. 

Ζ 

Υ 

Σχ. 8. 

'Έως τώρα άνεφέρθημεν είς συναρτήσεις τvπου s καί μ. 
Ε!ς άκόμη Vψηλοτέρας στάθμας ένερyείας (οπου n = 3, 4 κλπ.)· 

εΙναι δυναταί !διοσυναρτήσεις καί άλλων τvπων. 
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'Εάν, έπi παραδείγματι, ό κύριος κβαντικός άριθμός eΥναι n = 3, 
δ l δύναται νά εlναι Ο, 1 ή 2 καi ό m άναλόγως, κατά τό: γνωστά. 

Ούτω θά eχωμεν τούς κάτωθι δvνατοvς σvνδvασμοvς κβαντικών άριθμώv 

1 n 1 ι 
1 

m 
1 

3s 3 
1 

ο 
1 

ο 

3 1 1 
3p 3 1 ο 

3 1 -1 
-- - - ------- -- ------~------------

3 2 2 
3 2 1 

3d 3 2 ο 

3 2 -1 
3 2 -2 

'Επομένως ύπάρχοvν 9 άνεξάρτητοι ρυναρτήσεις μέ n = 3. Έκ · 
τούτων ή μία εΤναι τύποv 8 μέ σφαιρικήν σvμμετρίαν (l =Ο). vΑλλαι 
τρείς εΙναι τύποv /J, μέ σvμμετρίαν ώς ε\ς τό σχ. 8. 

ΑΙ λοιπαί 5 άντιστοιχοvν είς τήν τιμήν l = 2. Τοιαvται συναρτή­
σεις (μέ l =2) χαρακτηρίζονται ώς συναρτήσεις d. "Οπως α\ συναρ­
τήσεις p εlναι άνάλογοι τών χ, y ή z κατΟ: τΟ:ς σχέσεις (21), α\ d eΤ­
ναι άνάλογοι παραγόντων δεvτέροv βαθμοv ώς χ•, xy, xz κλπ. 

ΔιΟ: νΟ: περιορισθωμεν είς /Ξν πα­

ράδειγμα, ή συνάρτησις 

ψ3d =Ν Ύ"e-βι··cosO·sin Ο ·cosφ 
ΧΖ 

( δποv β = Ζ 13α 0 καi Ν ό συντελεστής 

κανονικοποιήσεως) γράφεται, δυνάμει 

τοv μετασχηματισμοv (6), 

ψ3d = Ν ·e'-βr.xz 
ΧΖ 

Ζ 

χ 

ΕΙναι φανερόν δτι ή συνάρτησις αv-

τη eχει δύο δεσμικΟ: έπίπεδα (χ= ο dxz 
καi Ζ =Ο). Ή μορφή αvτfiς φαίνεται Σχ. 9. 

είς τό σχ. 9. 
ΔιΟ: τιμΟ:ς τοv η άκόμη μεγαλvτέρας εlναι δvνατα\ καί άλλων τύ­

πων συναρτήσεις. 'Αναλόγως της άντιστοίχου τιμfiς τοv ι αvται 
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χαρακτηρίζονται ώς (, g, Ιι, ώς είς τόν κατωτέρω πίνακα. 'Wς εΙναι 
εvνόητον αί συναρτήσεις /', g, Ιι είναι πλέον πολvπλοκοι. 

ο 

Τvπος συναρτήσεως 

1 

Ρ 

2 
ι1 

3 

/' 
4 
g 

5 
h 

Αί ό:ναφερθείσαι συναρτήσεις περιyράφουν κατ:χστάσεις τοv ό:τό­

μου, αί όποίαι yενικως διαφέρουν μεταξv των ώς πρός τήν στροφορ­

μήν τοv ήλεκτρονίου, ώς έκτίθεται είς τήν μεθεπομένην παράyραφον. 

5. Έκφuλισμός. Γραμμικοl σuνδuασμο(. 

·ως εϊπομεν, εiς τό vδροyονοειδές ό:τομον συμβαίνει ώστε ή όλική 

ένέρyεια μιaς καταστάσεως νά έξαρτaται μόνον έκ τοv κυρίου κβαντι­

κοv ό:ριθμοσ. Οvτως αί τέσσαρες ίδιοσvναρτήσεις τijς σελίδος 4 L περι­
yράφοvν μέν έκάστη διαφορετικήν κατάστασιν τοv ό:τόμου (ό:πό ό:πό­

ψεως κατανομijς τοv ήλεκτρον ίου έν τ~ χώρc.::> ), άλλa iΞχουν δλαι ·rι = 2. 
'Επομένως καi αί τέσσαρες αvταi καταστάσεις !'χουν τήν αvτήν όλι-

κήν iνέρyειαν. , 
Είς περιπτώσεις εiς τάς όποίας διαπιστοvμεv δτι είς μίαν iδιοτι­

μήν τfjς ένερyείας ένός σvστήματος άντιστοιχοvv περισσότερα~ τijς 

μιaς ίδιοσυναρτήσεις, λέyομεν δτι ή τιμή αvτή τijς ένερyείας εΤναι 

«έκφυλισμένη». Ό βαθμός τοv έκφυλισμοv είναι ό ό:ριθμός των ό:νεξαρ­

τήτων συναρτήσεω1ι, αί όποίαι Ο:ντιστοιχοvν εi<; τήν έν λόy'-}> τιμήν 

-τijς ένερyείας. Έπi παραδείyματι είς τήν άναφερθείσαν περίπτωσιν ή 

ένέρyεια εΤναι τετραπλως έκφυλισμένη. 

Οϋτω, μέ τήν -τιμήν -της έvερyείας Ε2 τό ό:τομον TOV vδροyόνου 
δvναται νά λάβη μίαν οίανδήποτε έκ των τεσσάρων καταστάσεων 

Ψ2s ψ2p ψ2p if.'2p • Γεννaται flδη εvλόyως ή έξfjς άπορία: 'Έστω δτι 
Χ Υ Ζ 

εν μεμονωμένον ό:τομον Η εόρίσκεται τrρός στιyμήν είς κατάστασιν 

ψ25 • Τί άραyε το έμποδίζει νά λάβη μετ' όλίyον τήv κατάστασιν ψzρ 
χ 

έφ' δσον διά τήν «μετατροπήν» ταvτην δέv ό:παιτείται προσθήκη η 

ό:φαίρεσις ένεpyείας; Πράyματι, ό:νεv άποχρωντος λόyοv, ή διάκρισις 

μεταξύ των έν λόy'-}> -τεσσάρων καταστάσεων δέν !'χει φvσικόν νόημα, 

'Ορθόν εΤναι νά ό:ναφερώμεθα μόνον εiς τήν τετραπλως έκφυλισμέvην 

κατάσ-τασιν μέ ένέρyειαν Ε" . 
Θεμελιώδη σημασίαν διΟ: τήν περίπτωσιν έκφυλισμένωv καταστά­

σεων eχει ή έξfjς παρατήρησις : 'Εκ των τεσσάρων ώς ό:νω ίδιοσυναρ­
-τήσεων, διά προσθέσεων η ό:φαιρέσεων μεταξύ αvτων, δυνάμεθα νά 
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σχηματίσωμεν &λλα σvστήματα έκ ησσάρων σvναρτήσεωv, ώs αί 

Χ 11 Χ., Xs, Χ,, δποv οί σταθεροί σvντελεσταί a, b, c, c1 δvναvται νά 

Χ, =-a 1 ψ2s + b,ψ2 11 + C1'1/'2r --j- d 1ψ2p 
Χ Υ Ζ 

Χ, cc- a,ψ2s + b,ψ2p -+- c,ψ2p d,ψ2p 
χ Υ l 

ε\ναι άριθμοί θετικοί η άρνητικοi η καi φανταστικοί. 'Επίσης μερικοί 

έξ αvτwν δvνανται νά eχοvν τήν τιμήν μηδέν. Αί οvτω σχηματιζόμε-

ναι σvναρτήσειs χ λέyομεν δτι εΙναι ypαμμικοi σvνδvασμοί τwν άρχι­

κwν ψ. 'Επειδή δέ ό Χαμιλτώνειος τελεστής ε\ναι yραμμικόs τελεστής, 

έάν ύπάρχοvv ιι σvvαρτήσεις ψ,, ψ,, ... , Ψa (yραμμικws άνεξάρτητοι *), 
αί όποίαι άποτελοvν λύσεις τfjς κvματικfjς έξισώσεωs ένόs σvστήμα­

τοs διΟ: τήν αvτήv τιμήν τfjs ένερyείας, τότε καί οίοσδήποτε yραμμι­

κόs σvνδvασμός αvτwν εΙναι έπίσηs λύσις τfjs ίδίαs έξισώσεως διά τήν 

αvτήν τιμήν τfjς ένερyείαs (βλ. Παράρτημα Ι Ι Ι). 

'Επί τrαραδείyματι τήν έκφvλισμένην κατάστασιν τοv άτόμοv τοv 

Η μέ ένέρyειαν Ε, περιyράφοvν έξ ϊσοv καλwς ε'ίτε αί τέσσαρεs σvναρ­

τήσεις τfjς σελ. 41, η οί έξης τέσσαρεs yραμμικοί σvνδvασμοί αvτων: 

l/'2p(O) = ψ2p z 

Ψ2r<-1J -_ Ψ2r, 

(23) 

Οί yραμμικοl σvvδvασμοί (23) δέν έπελέyησαv τvχαίωs. Οvτοι, ώς 
δεικνvεται είς τήν έπομένην παράyραφον, περιyράφοvν καλύτερον τήv 
έv λόy~ έκφvλισμέvην κατάστασιν είς ώρισμέvας περιπτώσεις, δποv 
πρέπει νΟ: ληφθij ύπ'·οψιν ή δvνατότης ύπάρξεως στροφορμf)ς. Είς τήv 
έπομέvηv παράyραφον θά έξηyηθij έπίσης διατi αί σvvαρτήσεις (23) 
δvvαvται vά διακριθοvν ώς πρός τήν τιμ~ν τοv rn ( + 1, Ο, -1), έvc;> αi · 

" Α! συναρτήσεις ψ,, ψ,, ...... ψa όνσμάζσνται yραμμικως άνεξάρτητοι 
έάν σύδεμία έξ αύτων δύναται νά παρασταθfi ώς γραμμικός συνδυασμός των 

λσιτιων. Δηλαδη έό:ν δέν ύτιάρχrι σχέσις τfiς μσρφfiς 

C 1 Ψ 1 + C 0 Ψ 2 + .. .. . . + l' a ψ a = Ο 
δτιου c,, c,. ...... , ca σταθεροί συντελεσταί. ίκανοτιοιουμένη ύτιό δλων τω> 

τιμων των άνεξαρτήτων μεταβλητών. 
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ψ2ρ καί ψ2ρ άναφέρονται (είς τήν σελ. 41) ώς έχοvσαι rιι = + 1 
χ Υ 

άδιακρίτως. 

6. Τροχιcχκη στροφορμή. Κβά.vτωσι~ κατεuθόvσεως 

Κατa τaς άντιλήψεις της Παλαιaς Κβαντικης Θεωρίας, τό ήλεκτρό­

νιον έθεωρείτο δτι κινείται περί τόν πvρηνα έπί ώρισμένης τροχιaς, 

κvκλικης η έλλειπτικης. 'Αλλά, ώς 

ν 

r 

ο 

Σχ. 10. 

είναι yνωστόν έκ της στοιχειώ­

δοvς Φvσικης, μία τοιαύτη κίνη­

σις σvνοδεύεται vπό στροφορ­

μijς. 

'Η στροφορμ ή ώς πρός ση­

μείον ο ένός vλικοv σημείοv μά­

ζης 111 κινοvμένοv έπί τροχιΟ:ς είς 

άπόστασιν r μετΟ: ταχύτητος v 
όρίζεται ώς άνvσμα ι' σvνδεόμε-

νον μετa των άνvσμάτων r καί 

p =nιv διa της σχέσεως 

ι = r Χ p = ηι(r Χ v) (24) 
'Η Κvματομηχανική άντί της τροχιaς είσάyει τήν !Ξννοιαν της 

κvματικης σvναρτήσεως, ώς ε'ίδομεν, διΟ: της όποίας δvνάμεθα, τούλά­

χιστον κατ' άρχήν, να προβλέψωμεν δλας τaς ίδιότητας TOV σvστή­

ματος τοv εvρισκομένοv είς τήν κατάστασιν τήν όποίαν περιyράφει ή 

έν λόy~ σvνάρτησις. ΈΟ:ν yνωρίζωμεν τΟ:ς κvματικaς σvναρτήσεις αί 

όποίαι περιyράφοvν τΟ:ς καταστάσεις ένός σvστήματος (ώς π.χ. τοv 

άτόμοv τοv vδροyόνοv) δvνάμεθα νa προϋπολοyίσωμεν τa άποτελέ­

σματα μετρήσεων φvσικων μεyεθων έπί τοv έν λόy~ σvστήματος. Ό 

vπολοyισμός αύτός yίνεται διa των σχέσεων Ι (11) η Ι (12), ώs πε­
ριεyράφη είς τήν παράyραφον Ι,9 (σελ. 14- 15). 

Οvτω διa νa vπολοyίσωμεν έaν άτομον εvρισκόμενον είς ώρισμέ­

νην κατάστασιν (ψ) !Ξχη μετρήσιμον μέyεθος, άντιστοιχοvν είς τήν 

κλασσικήν !Ξννοιαν της στροφορμης, πρέπει πρωτον νΟ: καταστρώσω­

μεν τόν άντίστοιχον κvματομηχανικόν τελεστήν. 

"Ας λάβωμεν ώς έπίπεδον ΧΥ τό όριζόμενον vπό της ταχύτητος 

v καί τοv σημείοv Ο (σχ. 11). Τότε τό άνvσμα της στροφορμfjς εvρί­

σκεται έπί τοv άξονος των Ζ κατΟ: τόν yνωστόν κανόνα. Ή ταχύτης 

v δύναται να άναλvθiJ είς δύο σvνιστώσας Vx καί Vy, Καί τό άνvσμα­

τικόν yινόμενον r Χ v είς τό άθροισμα r Χ Vx + r Χ Vy. Έκ τοv όρι­
σμοv τοv άνvσματικοv yινομένοv τό μέτρον τοv r Χ Vy (έστω θετικόν) 
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~Ιναι ϊσον μέ x.uy. 'Αλλά τότε το μέτρον τοίί r Χ v, εlναι yVx μέ άν­
τίθετον σημείον. Καl το μέτρον TOV r χ v εΙναι x·Vy - y·U, . 'Εν τέ­
λει δέ το μέτρον της στροφορμΤjς (l, ) εΙναι 

[, c-~ηιχυy -- ιηyv, ~c xpy -yp, (25a) 

'Εάν εϊχωμεν προσανατολίσει τvχαίως το σύστημα σvντεταyμένων, ή 
στροφορμή θά εΤχε καί τάς άλλας δύο σvνιστώσας 

fx = yμ, - Z]Jy , 

Οϋτως eχομεν τάς σvνιστώ­

σας τfjς στροφορμfjς έκπεφρασμέ­

νας ώς σvναρτήσεις των σvντε­

ταyμένων καί των σvνιστωσων 

των όρμων TOV σωματιδίοv. Δεν 

eχομεν παρά νά άντικαταστήσω­

μεν τάς σvνιστώσας των όρμων 

ly=zp, -χμ, 

Υ v 

Υ 

διά των άντιστοίχων διαφορικων ---f"'-------.&-..----- χ 
τελεστων Ι ( 1 ). Οϋτω δvνάμε~α Ο Χ 

νά σχηματίσωμεν π.χ. τον κvμα-

τομηχανικον τελεστήν τον έκ­

φράζοντα τήν z - σvνιστωσαν 

τΤjς στροφορμflς 

Σχ. 11. 

lι a Ιι a 
ι, ορ =χ 2nί 8)' - Υ 2πi ί}χ 

η ι, =~ 2'1 . (χ~ - Υ _aa ) 
ορ J1 ι dy χ 

(26) 

'Ήδη &ς vπολοyίσωμεν έάν το άτομον τοίί vδροyόνοv εvρισκόμε­

νον εlς κατάστασιν s EXTJ στροφορμήν, η μaλλον ποίαν τιμήν eχει ή 

Ζ - σvνιστωσα αύτflς. Προς τοvτο θά άφήσωμεν τον τελεστήν ι, νά 
ορ 

δράστ:~ έπl τfiς άντιστοίχοv καταστατικfjς σvναρτήσεως π. χ. έπl τfjς 

ψιs ( σελ. 39) 
h aψ1. Ιι Οψ1s 

ι, ορ·Ψιs =χ 2πi ay ·- Υ 2πi ~ 

=~(χ aψ1s _ Υ d'J11s ) =Ο (27) 
2ni dy dx 

Τό άποτέλεσμα εΙναι μηδέν (βλ. Παράρτημα IV°). Δηλαδή ή τιμή τfjς 
z - σvνιστώσης τfjς στροφορμflς τοv άτόμοv τοίί vδροyόνοv είς κατά­

στασιν ls εΙναι μηδέν. ΕΙ ναι δέ προφανές οτι, λόy~ τfjς σvμμετρίcη των 
σχέσεων (25), τό αvτό μηδενικόν άποτέλεσμα θά προκύψτ:J καl έκ τfjς 
δράσεως των τελεστων ιχ καί ιy έπl οίασδήποτε τών σvναρτήσεων 

ορ ορ 
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τύποv s. Δηλ. είς κατάστασιν s καί αί τρείς σvνιστωσαι της στρο­

φορμfjς εΙναι μηδέν. 

Είς τό Παράρτημα IV δεικνύεται δτι κατά τάς άντιλήψεις τfjς 

Κvματομηχανικfjς, τό άτομον τοv ύδρογόνοv εύρισκόμενον εlς κατά­

στασιν p χαρακτηρίζεται ύπό μεγέθοvς, πρός τό όποίον δvνάμεθα νά 

άντιστοιχήσωμεν τήν eννοιαν της στροφορμfjς λόγ~ περιφορδ:ς τοv 

ήλεκτρονίοv περί τόν πvρfjνα. Ή δέ σvνιστωσα της στροφορμfjς αύτfjς 

, • Νι: _ δ, . • , , Ιι 
0 

• h ,. 
κατα τον α~ονα των z vναται να εχη τας τιμας ~2 , η -

2
-, εαν 

π π 

αί τρείς δvναταί p καταστάσεις περιγράφωνται ύπό των σvναρτήσεων 

Ψ+1 Ψχ + iψy 
ψο =ψz (28) 
'Ψ - 1 --~= 1/'χ - ίψy. 

δποv 'Ψχ , ψy καί ψz εlναι αί σvναρτήσεις Ji, αί άναφερόμεναι εlς τήν 

σελίδα 41. 'Ανάλογος ύπολογισμός των άλλων δύο σvνιστωσων, l, 
καί ly ' δεικνύει δτι αvται δέν eχοvν ώρισμένην τιμήν είς τάς κατα­

στάσεις ψ+ 1 , ψ0 καί ψ. 1 • Τοvτο σημαίνει δτι μίαν μόνον διεύθvνσιν έν 

τc;> χώρ~ δvνάμεθα νά διακρίνωμεν eναντι των δύο &λλων, ώς π.χ. τήν 

διεύθvνσιν έξωτερικοv μαγνητικού πεδίοv, καί πρός ταύτην ταvτίζομεν 

τόν άξονα των Ζ. Τότε τό άτομον τοv ύδρογόνοv δύναται νά εύρεθiJ 

εls τρείs διαφορετικό:s καταστάσειs p, δ.ακρινομένας ώs πρόs τήν τιμήν 
τfjς z - σvνιστώσηs τfjς στροφορμης. 

Όμοίωs, διό: τό:s πέντε δvνατό:s καταστάσειs d, δύνανται νά εύ­
ρεθοvν σvναρτήσειs τύποv d περιγράφοvσαι καταστάσεις τοv άτόμοv 
τοv ύδρογόνοv είς τό:s όποίαs ή z - σvνιστωσα της στροφοpμfjs αύτοv 

Ν ' ' 2 h h ο h 2h 
εχει ταs τιμαs 2π' -2;, , - 2π, - -2 π. 

Παρατηροvμεν δτι, τούλάχιστον προκειμένοv περί ύδρογονοειδοvς 

άτόμοv, τοv όποίοv εΙναι γνωσταί αί άκριβείς καταστατικαί σvναρτή­

σειs, ή Κvματομηχανική προβλέπει δτι τοvτο δύναται νά eχη στροφοp­

μήν (ώs πρόs διακεκριμμένην έν τc;> χώρ~ διεύθvνσιν), τfjς όποίας τό 

μέγεθοs εΙναι πολλαπλάσιον τοv ;π. 'Επίσηs δέ δτι, ή μεγίστη δvνα­
τή τιμή τfjs στροφορμfjs ταύτηs διό: καταστάσεις s, p, d κλπ. εΙναι 

ι 2: ' δποv ι =ο, 1, 2 ... εbιΘ:ι ό άζιμοvθιακός κβαντικόs άριθμόs τfjs 
καταστάσeωs. 

'Επειδή κατό: τό: ά~ωτέρω ή στροφορμή eΙναι πολλαπλάσιον τοv 

2
: , τό μέγeθοs σύτfjs εjθισται νό: έκφράζεται ύπό τοv σvντελεστοv 
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Ο, 1, 2 η -1, -2 κλπ. Οvτω λέyομεν οτι ή z-σvνιστωσα τf)s στρο­
φορμf)s δύναται νά λάβη είs τάς διαφόρους κα-ταστάσ1tιs, άντιστοίχως, 

τάς έξης τιμάς : 

s. ο 

μ:-!-1, ο, -1 

d:+2, +1, Ο, -1, -2 

Είναι φανερον οτι αί τιμαί αvται δύνανται νά ταvτισθοvν μέ τάς έπι­

τρεπομέναs τιμάς τοv μαyνητικοv κβαντικοv άριθμοv ηι (σeλ. 36). 
Σvyκeντρωτική παραστατική eίκών των άνωτέρω έπιτvyχάνe­

ται έάν φαντασθωμeν οτι το Ο:τομον 

i'χeι στροφορμήν ι, άλλ' αvτη δύνα­

ται νά προσανατολισθij μόνον προς 

ώρισμέναs διεvθύνσeις οvτως ώστε ή 

προβολή αuτf\S έπί τον aξονα των Ζ 

νά eΤναι άκέραιον * πολλαπλάσιον τfjς 
ποσότητος -2Δ- (σχ. 12). Τοvτο έθεω-

π 

ρείτο κατά τήν Παλαιάν Κβαντικήν 

Θεωρίαν ώs πραyματικον φαινόμενον 

καi έχαρακτηρίζετο ώς κβάντωσιs τfjς 

κατεvθύνσεωs τfjς στροφορμfjs. 

Τήν i'ννοιαν τfjς κβαντώσεως τfjς 

κατεvθύνσεωs τfjς στροφορμfjς δvνά­

μεθα νά διατηρήσωμeν, διότι αvτη 

διεvκολύνει τούς σvλλοyισμούs, ύπο 

τήν προvπόθι:σιν 6μωs 6τι i'χομeν ύπ' 

όψιν τά άνωτέρω έκτeθέντα ώς προs 

Ρ 

d 

~ 
~ 

Σχ. 12. Κβάντωσις κατευθύνσεως. 
Προσανατολισμός τσΟ άνύσματος 

τfjς στροφορμfjς, οϋτως ωστε ή z -

τήν κvματομηχανική.ν iΞννοιαν τf)s τρο- συνιστωσα αύτοΟ νά εΤναι άκέ 
χιακfjς στροφορμfjς. ραιον πολλαπλάσιον τοΟ h/Ζπ. 

Πειραματικωs ή vπαρξις στροφορ-

μfjς είς εν Ο:τομον φαίνεται διά τοv φαινομένοv Zee111an (βλ. § V, 4). 

'-' Εtς τό Παράρτημα Ι\ί δεικνύεται ό ύπολοyισμός μιaς των ουνιστωσων 
τijς στροψορμfjς. 'Εάν δμως ύπολοyισθfj το μέγεθος τοΟ άνύσματος \, τοΟτο 

h 
εύρίσκεται 'ίσον πρός YΙ(l+l)b δπου l =Ο. 1, 2 κλπ. διά καταστάσεις .~. 

p. d. κλπ. άντιστοίχως. 


