
ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 11 

Ο ΓΡΑΜΜΙΚΟΣ ΑΡΜΟΝΙΚΟΣ Τ ΑΛΑΝΤΩΤΗΣ 

ΚΑΙ το ΔΙΑ ΤΟΜΙΚΟΝ ΜΟΡΙΟΝ 

1. Δύσις της κυμαηχjjς ιξισώσεως 
τοu γραμμιχοϋ άρμονικοϋ ταλαντωτοϋ .. 

Ό yραμμικος άρμονικος ταλαντωτής καί ή κατάστρωσις τfjς κυ­

ματικfjς αύτοv έξισώσεως 

--+-- E--kx' ψ=Ο d2ψ 8π2m ( 1 ) 
dx• , Ιι• 2 (1) 

περιεyράφησαν είς τήν παράyραφον Ι, 3 (σελ. 6). Ένταvθα θά έπιχει­
ρήσωμεν νά δείξωμεν iΞνα τρόπον κανονικfjς λύσεως τfjς διαφορικfjς ταύ­

της έξισώσεως, πρωτον διότι οvτω θά καταστi) πλέον σαφής ή εννοια 

των κβαντικων άριθμων καί, δεύτερον, διότι το πρόβλημα εvρίσκει άμε­

σον έφαρμοyήν είς τήν έρμηνείαν των μοριακων δονήσεων. 

Ή μέθοδος τήν όποίαν θά άκολουθήσωμεν συνίσταται, έν yενικαίς 

yραμμαίς, είς τήν άνάπτυξιν τfjς ζητουμένης συναρτήσεως, ψ, eίς σει­

ράν δυνάμεων τοv χ μέ άyνώστους συντελεστάς καί είς τόν, έν συνε­

χεί<jΧ, προσδιορισμον τοv συντελεστοv έκάστου δρου. 'Εξ δλων δέ των 

συναρτήσεων αί όποίαι θά εvρεθοvν δτι έπαληθεύουν τήν έξίσωσιν (1) 
δέν θά δεχθωμεν παρά μόνον έκείνας αί όποίαι εΤναι συνεχείς, μονότι­

μοι καl πεπερασμέναι. 

Καi πρωτον δυνάμεθα νά διερευνήσωμεν τί μορφήν πρέπει νά EX1J 
ή ψ ώστε νά μή τeίνη ε!ς το άπειρον δταν το χ τείνη e[ς το άπειρον. 

Δι' άρκούντως μεyάλας τιμάς τοv χ ή ποσότης Ε δύναται νά πα-

ραμεληθi) εναντι τοv δρου ; kx 2 καί ή (1) γίνεται 

d'ψοο 
dx 2 

4π 2mk 
--,....--- χ•ψ"' h· 

(2) 

2 
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Πρόs άπλοποίησιν άντικαθιστώμεν τό κλάσμα των σταθερών vπό μιaς 

νέαs τοιαύτηs 
4π 2 111k 

c'=--------h2 

d•ψ 
---"'-= c'χ'ψ 

dx 2 
"' 

(3) 

c 
-x'l 

Λύσεις τfjs έξισώσεως (3) εlναι αί σvναρτήσειs ψ 
00 

=--'- e 2 καί 
c 

- --- χ2 

ψ"' =-' e 2 , ώs εύκόλωs δύναται νά διαπιστωθiJ δι' έπαληθεύσεως 
τfjs (3) *. Έκ τούτων ή πρώτη άπορρίπτεται διότι τείνει είs τό άπει-

ρον διά χ -+ α:>. c 
-- χ2 

Άρα ή σvνάρτησιs ψ πρέπει νά περιέχ1) τόν παράyοντα e 2 

ό όποίοs τfjs έξασφαλίζει παραδεκτήν σvμπεριφοράν είs τήν περιοχήν 

των πολύ μεyάλων ϊ ιμών τοv χ. Άς παραστήσωμεν ταύτην διά τοv 

yινομένοv c 
-- - χ':' 

ψ=e 2 ·φ(χ} 
(4) 

καί &ς άναζητήσωμεν τάς σvναρτήσεις φ(χ), αί όποίαι έπιτρέποvν έπα­

λήθεvσιν τfjς (1). Πρός τοvτο άντικαθιστώμεν είς τήν (1) τήν ψ, έκ 
τfjς (4), ώς καi τήν δεvτέραν παράyωyον αύτfjς. 'Επειδή καi ή δεvτέ-

c 
- -· χ2 

ρα παράyωyος περιέχει επισης τον παράyοντα e 2 , διαιροvμεν 

δι' αύτοv καi οvτως έvρίσκομεν τήν διαφορικήν έξίσωσιν (5), τήν όποίαν 
όφείλει νa ίκανοποιiJ ή σvνάρτησις φ(χ}. 

d2φ -- 2cx dφ + (!~nιΕ - c)φ=Ο (5) 
dx' dx h 2 

'Ήδη άναπτύσσομεν τή\j φ είς σειράν 

φ =ao + a,x + a,x 2 + a,x 8 +- a.x' + ..... . 
Διa νa προσδιορίσωμεν δέ τas τιμaς τών σvντελεστών a 0 , a., a, 
κ.λ.π., έκφράζομεν όμοίως τaς παραyώyοvς 

dφ - + 2 + 3 2 + 4 .3 __j_ ιlχ -a, a,x a,x a,x , ...... 

d•φ -2 1 2 3 + 4 ·2 + _d ___ a, ,-- · a,x 3· a
4
x ...... 

χ' 

καi άντικαθιστώμεν είς τήν (5). Λαμβάνομεν οvτωs άθροισμα άπείρων 

" Διά τάς ένδιαμέσοuς πράξεις βλ. Παράρτημα 1 



19 

όρων, το οποίον πρέπει νa ίσοvται πρός τό μηδεν δι' οίανδήποτε τιμήν 

τοv χ. Διά νά συμβαίνη τοvτο πρέπει οί συντελεσταί των δυνάμεων 

τοσ χ νά εΤναι ίΞκαστος ίσος πρός τό μηδέν. Τό άποτέλεσμα εfναι αl 

έξΤ)s έξισώσειs : 

1·2a, + (λ-c -2·0·c)a0 =0 
2·3a" + (λ-c-2· l·c)a,=0 
3-4a, + (λ-c-2·2·c)a,=0 
4-Sa, + (λ-c-2·3·c)a,=0 

δπου, πρόs συντομίαν, έytνετο ή άντικατάστασιs : 

λ = 8n 21ηΕ 
h,! 

Παρατηροvμεν δτι έκ της τιμΤ)s ενοs συντελεστοv (π.χ. τοϋ a 0 ) 

δυνάμεθα νά εvρωμεν τήν τιμήν τοv μεθεπομένου (a,) κ.ο.κ. 'Εάν θέσω­
μεν μίαν τιμήν αvθαιρέτως είs τό a.,, ορίζονται διαδοχικώs αί τιμαί 

τών συντελεστών των άρτίων δυνάμεων TOV χ, έκ δε τfjs αvθαιpέτσυ 

τιμΤ)s τοv a, ορίζονται οί λοιποί. Γενικώs έκ τfjs τιμΤ)s τοu nοστοϋ 

συντελεστοσ εvρίσκεται ο μεθεπόμενοs έκ τΤ)s σχέσεωs : 

(n+ l)(n-t-2)an+2-t-(λ-c-2nc)aπ - Ο 

λ-c-2ιιc 
aπ 12 = - -(1ι·+1) (1i + 2) aπ (6) 

Δυνάμεθα νά θέσωμεν τό a., η τό a, ίσον πρόs μηδέν, όπότε ή φ 

θά περtέχη άντιστοίχωs μόνον περιττάs η μόνον άρτίαs δυνάμeιs τοσ χ. 

'Οπωσδήποτε ή φ περιέχει άπείρουs δρουs, έάν ή λ (δηλ. ή ένέρ­

yεια Ε) eχη τυχαίαν τιμήν. 

ΈΟ:ν ή φ εχη άπείρουs δρουs, τότε διά χ -+ οο καί ή ψ τείνει είs 
c 

-τχ• 
τό &πειpον, !Ξστω καi περιέχουσα τόν παράyοντα e "Ινα άπο-

φευχθη τοvτο πρΕπει ή φ νά άποτελΤ)ται μόνον άπό πεπερασμένον 

άριθμόν δρων, πρέπει δηλ. νa εΤναι όχι σειρά, άλλά πολυώνvμον ώρι­

σμένου βαθμοv. Διά να έπιτευχθη δε τοvτο πρέπει, κατά τόν vπολο­

yισμόν των διαδοχικών δρων, κάποιοs νά εvρεθij ίσοs πρόs μηδέν, δπό­

τε αvτομάτωs μηδενίζονται καί δλοι οί έπόμενοι αύτοϋ. 

Δηλαδή έάν ή τιμή τΤ)s ένερyείαs έπιλεyη τοιαύτη ώστε ή ποσό­

τηs (λ-c)/2c νά εΤναι ίση πρός ίΞνα άκέραιον άριθμόν n, τότε οί δροι 

τοσ πολυωνύμου θά δύνανται νa vπολοyισθοϋν μέχρι τοϋ ηοστοv. 'Αλλά, 

κατά τήν (6), ο n + 2 δρος θa !Ξχη συντελεστήν ίσον προς μηδέν. 

Οvτω θέτοντεs τόν rι &ρτιον καί a, =Ο λαμβάνομeν πολvώνvμον, 
φ(χ), περιέχον μόνον άρτίας δυνάμεις τοv χ μέχρι τοv βαθμοv n. 'Αν-
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τιστοίχως δe διά η περιττον καi a(, = Ο το πολυώνυμον θά εΙναι πά­
λιν βαθμοv η, άλλά θά περιέχ1) μόνον περιττάς δυνάμεις. 'Εκάστοτε δe 

c 
--χ2 

το πολυώνυμον πολλαπλασιαζόμενον έπi e 2 παρέχει συνάρτη-
σιν ψ ίκανοποιοvσαν τήν άρχικήν κυματικήν έξίσωσιν (1). Μερικά 

τοιαvτα πολυώνυμα άναφέρονται κατωτέρω. 

Το οvσιwδες συμπέρασμα εΙναι δτι διά νά eχη ή έξίσωσις (1) ίκα­
vοποιητικήν λύσιν πρέπει ή τιμή τfίς ένερyείας νά eΤναι τοιαύτη ώστε 

λ-c 

2c 
11 η=Ο, 1, 2, 3, ..... . 

ή, δι' άvτικαταστάσεως των λ καί c 

E=(n+-}) ;~ ~ (7) 

Ε!ς έκάστην δe τιμήν τοv Ίι άντιστοιχεϊ ώρισμένη τιμή, Εη, της 

έvερyείας καi ώρισμένη ίδιοσυvάρτησις ψn . 
Ούτως, δ ταλαντωτής δύναται νά εvρεθ~] είς ώρισμένας μόνον κα­

ταστάσεις, είς τάς δποίας δηλ. δύναται νά ΕΧ'Ι) δλικήν ένέρyειαν Ε0 , 

Ε,, Ε,, κλπ. Τον άριθμον δe η όνομάζομεν κβαντικον άριθμόν της άν­

τιστοίχου καταστάσεως. 

Τήν σχέσιν (7) δυνάμεθα νά μετατρέψωμεν ε!ς μορφήν πλέον οί­

κeίαν, έάν δανεισθwμεν έκ τfjς Φυσικfjς τήν σχέσιν ή δποία σvνδέει τήv· 

κατευθύνουσαν δύναμιν, k, μe τήν συχνότητα ταλαντώσεως, ν. 

Ε=(η+ ~ )hv 
(8) 

(9) 

Κατωτέρω θά άναφέρωμεν τήν σταθεράν ν ώς συχνότητα. Δέv· 

πρέπει δμως νά λησμονwμεν δτι άπο καθαρaς κυματομηχανικης άπό­

ψεως δ μετασχηματισμός (8) εΙναι άπλοvς μετασχηματισμός σταθερων. 
Af διαδοχικαί Ιδιοτιμαί διά τούς άντιστοίχους κβαντικούς άρι­

θμούς εΙναι: 

η=Ο ' 1 h Εο=2 ,, 

n=I ' 3 h Ε,=2 ν 

η=2 ' 5 h F ... =2 1' 
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Ή δέ διαφορά ένερyείαs, ΔΕ, μεταξv δύο διαδοχικών καταστάσεων ε{ναι 

ΔΕ c_c hι' (10) 
Ή σχέσιs (10) iΞχει θεμελιώδη σημασίαν είς τήν Φασματοσκοπίαν. 

Άλλ' έκεί δπου καταφαίνεται ή ίσχvς τfjs Κυματομηχανικfjς, τού­

λάχιστον διά τήν προκειμένην περίπτωσιν, εlναι άφ' ένός μeν δ άβία­

στος τρόπο<; μe τόν όποίον προκύπτουν οί κβαντικοί άριθμοί, άφ' έτέ­

ρου δέ ό vπολοyισμόs τfjs Ε.,. 

Βλέπομεν δηλ. δτι ή κατωτάτη τιμή ένερyείας τήν όποίαν δύνα­

ται νά λάβ1] ό ταλαντωτής δέν εlναι μηδέν, ώς προέβλεπον ή Κλασσι­

κή Μηχανική καί ή Παλαιά Κβαντική Θεωρία, άλλ' αvτη έξαρτaται έκ 

τfjς J' (δηλ. έκ τfjς κατευθυνούσης δυνάμεως k) άκριβώς, δέ εlνω -~h''· 
Ή ένέρyεια αvτη όνομάζι:ται «ένέρyεια μηδενός», !Ξχει δέ μεyάλην ση­

μασίαν διά τιναs θερμοδυναμικοvς καί στατιστικοvς vπολοyισμούς. 

"Ας vπολοyίσωμεν flδη τάs όλίyαs πρώταs !διοσυναρτήσεις, διά 

n=O, 1, 2, 3, 4. 
n =Ο: Θέτομεν a, =Ο. Είς τό a 0 δυνάμεθα νά δώσωμεν οlανδήποτε 

τιμήν. Πρός άπλούστευσιν θέτομεν a 0 = 1. 
Διά η= Ο πρέπει λ = c. Οί έπόμενοι συντελεσταί a,, a,, κλπ. 
θά εΙναι, έπομένωs, δλοι ίσοι πρός μηδέν καί ή φ., ίση πρός 

τήν μονάδα. 
c 

--χ:.ι 

'Όθεν ψ., = Ν .,· 1 ·c 2 , δπου ό συντελεστής Ν υ θά προσ-
διορισθ'ij διά τfjς κανονικοποιήσεως τfjς ψ.,. 

n = 1 : Θέτομεν a0 = Ο καί a 1 = 1. 
ΔιΟ: η= 1 πρέπει λ-c=2c καί, κατά συνέπειαν c 

--χ"' 

a,=a,,=.oc ...... =0. vΑρα φ,=χ καί ψ,=Ν 1 ·χ·c 2 -

n = 2: Θέτομεν a, =Ο καί a., = 1. 
Διά n=2 eχομεν λ-c=4c καί λ=Sc. Ό a, εvρίσκeται έκ 

τfjς (6) έάν τεθij η=Ο, an=a.,=l, an+~=a, καί λ=Sc 
Sc-c-2·0·c 

a, =- (Ο+ 1) (Ο+ 2) . 1 =- 2c c 
--χ~ 

'Άρα φ,= l -2cx' καί ψ,=Κ ,(l -2cx')c 2 

,n = 3 : Θέτομεν a., = Ο καί a, = 1. 
'Έχομεν λ-c=6c καί λ=7c 

7c-c-2·l·c 4c 2 
a,. =- (1+1) (1+2) · 1 =--6- =-3c 

2 ( 2 ) -~χ' vΑρα φ.=χ-3cχ 1 καί ψ,=Ν, x-3 cx 3 c 2 
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n=4: Θέτομεν a,=0 καl ao=l. 
VΕχομeν λ-c=8c καί λ=9c 

9c-c-2·0·c 
a=- ·1=-4c 

2 (Ο + 1) (Ο + 2) 
9c -c -2·2·c 4 

a, =- (2 + 1) (2 + 2) ( -4c) == 3ι'2 

1 4 t+4 ~Α 
Ψ.= - cχ -3 c χ 

Διά τόν ύπολοyισμόν των συντελεστών κανονικοποιήσεωc; βλ Πα­
ράρτημα ΙΙ. Τό σημξίον μέ τό όποίον λαμβάνεται ό συντελεσ-rήs Ν 

δέν eχeι σηι.:ιασίαν, καθ' δσον φυσικήν σημασίαν ί'χeι μόνον τό τετpά­

yωvον τfic; ψ. 

Ή μορφή των συναρτήσεων ψ0 , ψ, καί ψ, φαίνεται είc; τό σχij­
μα 4. Ή παραβολική yραμ­

Α ο - χ 
Σχ. 4. 

μή έκφράζει τήν δυναμικήν 

ένιΞρy.ειαν V - } kχ'. 
Συναρτήσεις ώc; αί ψ., 

καί ψ, όνομάζονται συμμε­

τρικαί, ώc; πρόc; τόν άξονα 

τών y, αί δέ, ώc; ή ψ,, άντι­

συμμετρικαί. 

Παρατηροvμεν δτι αί 

ίδιοσυναρτήσειc; έχουν έκά­

στη τόσα σημεία τoμfjc; μέ 

τόν άξονα των χ δσοc; είναι 

ό βαθμός τοv άντιστοίχου 

πολυωνύμου φ. Ή πιθανό­

της νά εύρεθfj ό ταλαντω­

τής είc; τά σημεία αvτά ( ό­
που ψ=Ο) είναι μηδιΞν, ένί;'> 

αvτη είναι μεyίστη είc; άλ­

λα<; περιοχάc;, δηλ. έκεl δ­

που ή ψ έχει μέyιστον ή έ­

λάχιστον. 

Κατά τάς κλασσικάς άντιλήψεις, ό ταλαντωτής κινούμενος περί 

τήν θέσιν Ισορροπίας δύναται νά άπομακρυνθfj ταύτηc; τόσον μόνον 
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ώστε ή δυvαμική του έvέρyεια VCx Ισοvται μέ τήv όλικήv, ν = Ε καί 
Τ =Ο. 'Επί παραδείyματι έάv EX'IJ όλικήv έvέρyειαv Ε, δύvαται vά 
άπομακρυvθiJ μέχρι + Α. Παρατηροvμεv δμως δτι ή άvτίστοιχος ίδιο­

συvάρτησις καi πέραv τοv σημείου αύτοv eχει τιμήv μικράv μέv, άλλά 

πάντως όχι μηδεvικήv. Τοvτο σημαίvει δτι ό ταλαvτωτής eχει μίαv, 

eστω καl μικράv, πιθαvότητα vά εvρεθiJ είς άπόστασιv άπό τοv ση­
μείου Ισορροπίας του μεyαλυτέραv έκείvης τήv. όποίαv κλασσικως έπι­
τρέπει τ, όλική του έvέρyεια. 

Ή δυvατότης αϋτη διαπιστοvται ι:ίς πλείστας περιπτώσεις καί 

εΤvαι yvωστή ώς «φαιvόμεvοv σήραyyος». 'Επί παραδείyματι, ε!ς φαι­

vόμεvοv σήραyyος όφείλεται ή αύθόρμητος άπόσπασις σωματίωv α έξ 

ώρισμέvωv πυρήvωv. 

2. 'Ορθογωvικότης 

Έάv δύο συvαρτήσflς ψ1 (χ, y, z, ... ~ καi ψ2(χ, y, z, ... ) εΤvαι τοιαύ­
της μορφfjς ώστε: 

(11) 

αί συvαρτήσεις αvται όvομάζοvται όρθοyωvικαi πρός άλλήλας. 'Wς εύ­

νόητον, ή όλοκλήρωσις vοείται ύπεράνω όλοκλήρου τοv πεδίου μετα­

βολfiς τωv άνεξαρτήτωv μεταβλητων. 

Ή όρθοyωvικότης τωv συναρτήσεωv εΤναι χρησιμωτάτη Ιδιότης, 

έπιτρέπουσα τήν άπλούστευσιν πολλωv ύπολοyισμων είς σημαvτικόν 

βαθμόν. Αί ίδιοσυναρτήσεις τοv Χαμιλτωvείου τελεστοv εΤvαι πάvτοτε 

όρθοyωνικαi προς άλλήλας (είς δέ τήν περίπτωσιν έκφυλισμοv, ώς θά 

ίδωμεν άρyότεροv, δυνάμεθα νά καταστήσωμεv ταύτας όρθοyωvικάς). 

Ε!ς τό Παράρτημα Ι 1 δεικvύεται ή όρθοyωνικότης τωv συvαρτή­
σεων ψ0 καi ψ2 τοv yραμμικοv άρμοvικοv ταλαvτωτοϋ. 'Επειδή α! 

συναρτήσεις αuται δέν περιέχουv φαvταστικόv μέρος ψ,* =ψ,. 

3. Άπλουστευμέvη μελέτη τijς δονήσεως διαι-τομι)(οϋ μορίου 

'Από χημικfiς άπόψεως τό διατομικόν μόριον εΤvαι βεβαίως άπλού­

στατοv έν συyκρίσει πρός τά μόρια τά δποία συνήθως έvδιαφέρουν τήν 

Χημείαν. 'Από αύστηρaς δμως κvματομηχαvικfiς άπόψεως εΤναι ήδη 

άρκeτά πολύπλοκοv, διότι πρέπει νά θeωρηθiJ ώς συyκρότημα πολλωv 

σωματιδίωv, έκ των όποίων τά δύο eΤναι οί πυρfivες, τά δέ ύπόλοιπα 

τά ήλeκτρόνια. 

θεωρούμενοv οϋτως ώς συyκρότημα σωματιδίωv, έκ των όποίων 

eκαστοv εύρίσκεται έvτός τοv πολvπλόκοv ήλεκτροστατικοϋ πεδίου 

τωv άλλων, δύvαται vά εύρεθiJ είς ποικίλας έveρyειακάς καταστάσεις. 
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'Εκάστη τούτων χαρακτηρίζεται βεβαίως vπο ώρισμένης τιμfjς τfjς 

δλικfjς ένερyείας. Αί διαφοραί δμως ένερyείας μεταξύ αvτwν δύνανται 

νa εΤναι πολv μικραί, πολv μεyάλαι η ένδιαμέσου τάξεως μεyέθους, 

έμφανίζονται δέ ώς άκτινοβολία άναλόyου συχνότητος (ΔΕ= hγ) κα­

τα τήν μετάβασιν τοv μορίου άπο μιaς καταστάσεως είς Ο:λλην. 

Προς το παρον eα μaς άπασχολήσουν μόνον καταστάσεις τοv μο­

ρίου, ή μεταξύ των όποίων διαφορa ένερyείας εlναι μέσης τάξεως, καί 

δή τοιαύτη ώστε ή άντιστοιχοvσα συχνότης άκτινοβολίας (έκπεμπο­

μένης η άπορροφουμένης) νa έμπίπτη είς τήν έyyvς vπέρυθρον πε­

ριοχήν. 

Ή έμφάνισις συχνοτήτων είς τήν έyyύς vπέρυθρον περίοχήν έρ­
μηνεύετuι yενικwς ώς όφειλομένη είς ένδομοριακας έλαστικας δυνάμεις, 

συνεπείςχ των όποίων το μόριον δύναται να εvρεθij είς δόνησιν. Ή δό­

νησις ένος πολυατομικοv μορίου δύναται να εlναι λίαν πολύπλοκος κί­

νησις έκάστου άτόμου ώς προς τα λοιπά. Άλλ' είς τήν περίπτωσιν 

διατομικοv μορίου, δια τήν όποίαν άποκλειστικwς ένδtαφερόμεθα είς 

τήν παροvσαν παράyραφον, ή ένδομοριακή δόνησις δέν εΤναι δυνατον 

παρα νά εΤναι άπλουστάτη, έφ' δσον βεβαίως eα άρκεσθwμεν, ώς κα­

τωτέρω, νά έξομοιώσωμεν το διατομικον μόριον προς μηχανικον πρό­

τυπον κατά το δυνατον άπλούστερον. 

'Αντί δηλ. νά θεωρήσωμεν το μόριον ώς συyκρότημα πολλών σω­

ματιδίων, θά θεωρήσωμεν τοvτο ώς συνιστάμενον έκ δύο μόνον σωμα­

τιδίων, των άτόμων αύτοv. Τά δύο άτομα eα θεωρήσωμεν ώς σφαί­

ρας μικροv οyκου έχούσας μaζαν 111. καί 1112 καl εvρισκομένας, εlς τήν 

κατάστασιν Ισορροπίας, είς άπόστασιν r
0 
μεταξύ των. 'Εάν ή άπόστα-

Σχ. 5. 

σις αvτη μεταβληθij άπο r0 είς r, έμφανίζεται μεταξύ των δύο μαζών 
δύναμις τείνουσα νά έπαναφέρη ταύτας εlς τήν άρχικήv άπόστασιν. 

Έφ'δσοv ή διαφορΟ: Δr=r-r0 δέν εΤvαι μεyάλη, δεχόμεθα δτι ή δύνα­
μις ύπακούει είς τόν άπλοvν νόμον τοv Hook~ 

(12) 

όπου ή σταθερά άναλοyίας, k, εΤvαι χαρακτηριστική τf)ς Ισχύος τοv 
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χημικοv δεσμοv. Ή k όνομάζεται yενικως κατεvθίινοvσα δύναμις, είδι­
κως δe ε!ς τήν χημικήν όρολοyίαν σταθερά δvνάμεως. 

Σvμφώνως προς αίιτήν τήν λίαν άπλοvστεvμένην ε!κόνα, έάν ή 

άπόστασις μεταξύ των δίιο μαζων διαταραχθij λόy~ έξωτερικοv αί­
τίοv (π.χ. λόy~ σvyκροίισεως μe 6.λλο μόριον), τό μόριον έν σvνεχεί<(( 

θά έκτελέση ένδομοριακήν κίνησιν κατά τήν όποίαν ή άπόστασις r αίι­
ξομειοΟται περιοδικως. Τήν κίνησιν ταίιτην θό: έπιχειρήσωμεν νά πε­
ριyράψωμεν κατωτέρω. 

Όρίζομεν ώς άξονα σvντεταyμένων τήν είιθε'iαν τήν διερχομένην 

διά των κέντρων των δίιο μαζων, τά δe διαστήματα, s, μετροΟμεν άπό 
τινος σημείοv αίιτfίς, Ο. Τό κέντρον βάροvς τοv μορίοv έστω δτι εvρί­

σκεται είς άπόστασιν S. 
"/να μή έχη τό μόριον έν σvνόλ~ μεταφορικήν κίvησιν θέτομεν 

dS =0 (13) 
rl l 

'Εάν δe είς τvχοΟσαν χρονικήν στιyμήν, t, αί σvντεταyμέναι των μα­

ζ&ν εΤναι s, καί s
2 
άντιστοίχώς, αvται θά σvνδέωνται μe τήν σvντετα­

yμένην, S, τοv κέντροv βάροvς διό: της σχέσεως 

(s,-S)ιη, + (s·,-S)m, =-=Ο (14) 

Παραyωyίζοντες τήν (14) ώς προς t καί λαμβάνοντες vπ' όψιν καί 
τήν (13) εvρίσκομεν 

ds, + ds 2 0 ηι, fit n12 --dt = n1 1 v 1 + n1.,v, =Ο ( 15) 

Κατά τήν σχέσιν (15) οί όρμαί των δίιο άτόμων εΤναι ϊσαι κατ' άπόλv­
τον τιμήν άλλ' άντιθέτοv σημείοv. Τήν άπόλvτον ταίιτην τιμήν &ς κα­

λέσωμεν p. 
~ ~ :! 

p, =p, =p ( 16) 

Ή κινητικΤ] ένέρyεια τοΟ σvστήματος θά εΤναι: 

1 1 t , ' • 

Τ=Τ 1 +Τ,=2m 1ν/+2 ηι,\·,'= η~~,-+ 
11~Ώ:·, 

1 ' 

Τ=~(-1-+_1_) (17) 
2 m, . m, 

vΗδη όρίζομεν 

1 1 1 
--+-=-
m, rn, μ 

(18) 
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Ή μ δνομάζεται «άνηyμένη μδ:ζα» τοv συστήματος. "ωστε ή δλική 

έvδομοριακή κινητική έvέρyεια θά ε{vαι 

(19) 

Προς περιyραφήν τf)s κινήσεως έκατέρου άτόμου παρατηροvμεv 

τάς κάτωθι σχέσεις 

r = s, -s, 
ro = S1 0-S20 

r-r0 = (s,-s1 0) - (s2-s20) 

Ή σχέσιs (14) διά τάs συvτεταyμέvαs s10 καi s20 γίνεται 

m 1s1 0 + m 2s20-S(n1 1 + n1 2) =Ο 

καί δι' άφαιρέσεωs ταvτηs έκ τής (14) εύρίσκεται 

m 1(s,-s1 0) + m 2(s,-s20) =Ο 

Όρlζομεv τάs μεταβλητάs χ, χ, καί χ, ώς έξf)s: 

δπότε ~χομεv 

χ = r -r. 

χ, =s,-s1 0 

χ= χ,-χ. 

m,x, + m,x, =Ο 
F=-kx 

Έκ συvδυασμοv δέ τών τριών τελευταίων σχέσεων 

Χ=Χ +Χ __ ι =χ 1 +--ι =χ __ ι Π1 ( tn ) Π1 
• • ~η, • n1, ' μ 

F=-kx ~ 1 
μ 

Ή δvναμις F προκαλεί έπιτάχυνσιν τf)s μάζηs n1
1 

d's 1 d'x, 
dΓ=~ 

k m, d'x, 
- χ 1 μ=n1 1~ 

uωστε ή κίνησις τf)s μάζης n1. δρίζεται ύπο τf)s έξισώσε~s 

d'x 1 k (2Ο) di' =--,;Χι 
Ή διαφορική έξίσωσιs (20) ~χει ώs λ\ισειs τριyωνομετρικάs συναρ­

τήσεις ώς 



Θέτομeν 

k = 4π'μν1 

όπόπ χ 1 = A·sin(2;ι11l) 

(21) 

(22) 

(23) 
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Δηλα~ή ή μδ:ζα η1 1 έκτeλεί άπλfiν άρμονικήν κίνησιν περl τήν θέσιν 

ίσapp~πίας αύτfiς μέ σvχνότητα 1·, δριζομένην vπό τfiς (22). 
ΕΙναι φανερόν δτι τό αύτό άποτέλeσμα θa εvρίσκετο έaν δ vπο­

λοyισμός τfiς (20) έyίνετο ώς πρός τήν ΠΙ,. 
Ta δvο άτομα vπετέθησαν άνόμοια. Τοιοϋτον μόριον ,...αροvσιάζει 

yενικως άνομοιομορφίαν κατανομfiς των ήλεκτρικων φορτίων ώστε νa 

μη σvμπίπτοvν τa κέντρα θετικοϋ καi άρνητικοϋ φορτίοv. Έμφανίζe­
ται έπομένως ώς ήλεκτρικόν δίπολον. 

Κατa τήν άνωτέρω δe περιyραφεϊσαν δόνησιν τοϋ μορίοv θά αύ­

ξομειοϋται μe τήν Ιδίαν σvχνότητα καί ή διπολική αύτοϋ ροπή. Κατά 

σvνέπeιαν καl σvμφώνως πάντοτε πρός τaς κλασσικaς άντιλήψeις, τό 

διατομικόν μόριον (τό μή σvμμετρικόν) ώς παλλόμενον δίπολον, δύνα­

ται νa έκπέμψ1J ή νa άπορροφήσ1:1 ήλeκτρομαyνητικήν άκτινοβολίαν 

σvχνότnτος ίσης πρός τήν σvχνότητα δονήσεως αύτοv. Έκ δe τfiς 

σvχνότητος ταύτης καί έκ των yνωστων μαζων των δύο άτόμων δύ­

ναται νa vπολοyισθij, κατά τήν (22), ή σταθερά δvνάμeως τοv χημι­
κού δeσμοv. Ούδεlς περιορισμός vφίσταται ώς πρός τήν ένέρyειαν τήν 

δποίαν δύναται νa περιέχ1J τό δονούμενον μόριον. Αvτη έξαρτaται μό­

νον έκ τοv πλάτοvς τfiς δονήσεως, δύναται δe νά λάβ1J ·οιανδήποτε τι­

μήν περιλαμβανομένης κα\ τfjς μηδενικfiς. 

Διαφορετικa δμως, ώς πρός τήν ένέρyειαν, σvμπεράσματα έξάyον­

ται έάν τό πρόβλημα τfjς δονήσεως τοϋ διατομικοϋ μορίοv λvθij έπ\ 

τij βάσει των άvτιλήψeων τfjς Κvματομηχανικfjς. 

·εχομεν ήδη έκφράσeι τήν κινητικήν ένέρyειαν αύτοv Τ (19). Ή 
δvναμική ένέρyεια εvρlσκεται eύκόλως έκ τfiς δλοκληρώσεως 

χ 1 
ν = f kxdx = 2kx' (24) 

ο 

'Επομένως eχομεν 

Τ + V = _i_ + kx' 
2μ 2 

Ό Χαμιλτώνειος τελεστής θά εΙναι 

1 h' d 1 1 ' 
Η =- -2- -4 ' -d ' + -2 kx 

μ π χ -
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καi ή κυματική έξίσωσις 

___ 1_. }i_ _ ιi'ψ + _. 1_ kχ'ψ ·= Εψ 
2μ 4π' dx' 2 

ή όποία μετασχηματίζεται είς 

d'ψ + 8πtμ (Ε--1 k •) •.. Ο 
dx' h' 2 Χ ψ (25) 

Παρατηροvμεν οτι ή (25) συμπίπτει μέ τήν κυματικήν έξίσωσιν 

TOV yραμμικοv άρμονικοv ταλαντωτοv (1) έάν cος μΟ:ζα ληφθi] ή άνη­

yμένη μΟ:ζα τοv μορίου. 'Επομένως οσα έλέχθησαν διά τήν λύσιν τf)s 

(1) ίσχύουν καi διά τήν (25). 
'Επομένως ή ένέρyεια δονήσεως τοv μορίου εlναι κβαντωμένη κατά 

τήν σχέσιν (9). Τοvτο δέ εχει καi ένέρyειαν μηδενός ίσην προς -}h Υ. 
'Ws προς τήν συχνότητα της έκπεμπομένης η άπορροφουμιΞνης 

ύπο τοv μορίου άκτινοβολίας, αvτη εύpίσκεται κατά τήν (10) οση άκρι­
βώς προβλέπεται κλασσικως (22). 

Έννοεϊ:ται, ή σχέσις ( 10) παpΞχει τήν διαφοράν iΞνερyείας δονήσεως 
μεταξύ δύο yειτονικwν καταστάσεων (Δrι =' -t 1) καi τήν είς αvτήν Ο:ν­
τιστοιχοvσαν συχνότητα. Είς τήν διαφοράν ένερyείας μεταξύ δύο κα­

ταστάσεων τwν όποίων οί κβαντικοί άριθμοi διαφέρουν κατά 2, 3 κλπ. 
άντιστοιχεϊ: συχνότης διπλασία, τριπλασία κλπ. Ί-j δυνατότης, η μή, 

έμφανίσεως τοιούτων συχνοτήτων συζητεϊ:ται κατωτέρω. 

4. 'Αρχη της &.ντιστοιχίας. Κανόνες έπιλογΥjς 

'Wς εϊδομεν είς τήν προηyουμένην παράyραφον τό διατομικόν μό­

ριον, άπό άπόψεως ένερyείας δονήσεως, δύναται νά εύρεθi] είς διαφό­

ρους καταστάσεις, ή ένέρyεια έκάστης των όποίων διαφιΞρει τf)ς άμέ­

σως προηyουμένης κατΟ: hv. 
Βεβαίως τό άποτέλεσμα τοvτο έπετε 1.Jχθη κατόπιν πολλων άπλου­

στεύσεων, αί κυριώτεραι των όποίων είναι α) οτι τό μόριον έ6εωρήθη 

ώς μή eχον περιστροφικήν ένέρyειαν καi β) ΟΤΙ ή δύναμις τοv χημικοv 

δεσμοv έθεωρήθη ώς άπολύτως έλαστική. Ή άναθεώρησις των άπλου­

στεvσεων αvτων θΟ: μΟ:ς άπασχολήση άρyότερον. 

Προς τό παρόν Ο:ς άρκεσθwμεν είς τήν διαπίστωσιν οτι αι ενερ­

yειακαi στάθμαι άπέχουν έξ 'ίσου μεταξύ των, έ'στω καi έάν τοvτο 

άποδίδει τήν πραyματικότητα μόνον χονδρικώς. 

'Υπ' αύτΟ:ς τΟ:ς συνθήκας έΟ:ν τό μόριον μεταβi] άπο μιΟ:ς κατα­

στάσεως δονήσεως είς άλλην άμέσως yειτονικήν θά έκπέμψη, η eα άπορ-
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ροφήση άκτινοβολίαν σvχνότητος ι· = ΔΕ/h δποv )' είναι ή κλασσική 

σvχνοτης δονήσεως αvτοv. 

Έκ πρώτης όψεως ομως φαίνεται δτι θά Τjτο δvνατον το μόριον 

νά μεταβ1J άπο μιΟ:ς καταστάσεως είς άλλην διαφέροvσαν είς ένέρyειαν 

δονήσεως κατα πολλαπλάσιον τοv hι·. Έπi παραδείyματι άπό Εο είς 

Ε,,· όποτε θά fπρεπε νά άπορροφήστ:~ ένέρyειαν Ε, - Ε.,=2hν, f]τοι θά 
€πρεπε νΟ: παροvσιάζη άπορρόφησιν είς σvχνοτητα 21•. 'Αντιστοίχως 
δέ άπορρόφησιν είς σvχνότητα 3ι· διά τήν μετάβασιν Εο --+ Ε, η 

Ε, --). Ε, κ.ο.κ. 
Γενική ομως πειραματική διαπίστωσις είναι οτι Εν διατομικον μό­

ριον παρυvσιάζει ίσχvρΟ:ν άπορρόφησιν μόνον είς σvχνότητα 1·. Πρά­

yματι παροvσιάζονται ένίοτε άπορpοφήσεις είς 21• κλπ ι άλλ' άσvyκρί­

τως άσθενέστεραι, τΟ:ς όποίας θa άyνοήσωμεν έπ\ τοv παρόντος διότι 

έρμηνεύονται διαφοροτρόπως. 

Ή Κβαντική Θεωρία δvναται νΟ: vπολοyίστ:~ οχι μόνον τήν τιμήν 

τfjς ένερyείας των διαφόρων μονίμων καταστάσεων ένος σvστήματος 

σωματιδίων, άλλΟ: κα\ τήν εντασιν της άκτινοβολίας κατά τήν μετά­

βασιν τοv σvστήματος άπο μιΟ:ς καταστάσεως είς Ο:λλην. Ό vπολσyι­

σμος της έν λόy~ έντάσεως προvποθέτει yενικως τήν yνωσιν των ίδιο­

σvναρτήσεων των δvο καταστάσεων. 'Οσάκις δέ ή οvτως vπολοyιζο­

μένη fντασις εvρίσκεται ϊση προς μηδέν, λέyομεν οτι ή μετάβασις με­

ταξv των δvο αvτων καταστάσεων είναι «άπηyορεvμένη». 

Προκvπτοvν οvτω δι' ί!καστον σvστημα κανόνες, οί όποίοι όρίζοvν 

ποίαι έκ των δvνατων μεταβάσεων είναι «έπιτετραμμέναι». Οί κανόνες 

αvτοi όνομάζονται «Κανόνες έπιλοyfjς ». 
ΔιΟ: τον yραμμικον άρμονικον ταλαντωτήν ό κανών έπιλοyης έκ­

φpάζεται ώς έξ fjς 

Δn= +l 
Τοvτο λέyει οτι έπιτρέπονται μόνον μεταβάσεις μεταξv δvο κατα­

στάσεων των όποίων οί κβαντικοί άριθμοi (ιι) διαφέροvν κατά μονάδα. 

Κατa σvνέπειαν το διατομικον μόριον, έφ' δσον θεωρηθ1J ώς yραμ­

μικος ταλαντωτής, δvναται να προσλάβτ:~ η νά άποδώση κβ6:ντα ένερ­

yείας μόνον hν, οvχί δέ διπλάσια κλπ. έν σvμφωνίςχ μέ τήν άναφερ­

θεlσαν yενικήν πειραματικήν διαπίστωσιν. 

Κανόνας έπιλοyfϊς θά σvναντήσωμεν καί είς Ο:λλας περιπτώσεις είς 

τά έπόμενα κεφάλαια. 

Ή Παλαιά Κβαντική Θεωρία, προ τfϊς έμφανίσεως τών έρyασιων 

τοv ScJnodin~·cr, δέν f~δvνατο νά vπολοyίστ:~ τήν έντασιν φασματικων 

γραμμών. Ήδίινατο ομως νά vπολοyίστ:~, τοvλάχιστον δι' ώρισμένα 

άπλΟ: σvστήματα, τάς διαφοράς ένερyείας μΙϊταξv των διαφόρων μονί-
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μων καταστάσεων, βάσει τών σvνθηκών κβαντώσεως τάς όποίας έχρη­

σιμοποίει. 

'Επί παραδείγματι διά τόν γραμμικόν άρμονικόν ταλαντωτήν προέ­

βλεπεν En = ηlι.• (δέν προέβλεπεν ένέργειαν μηδενός). 'Επομένως ήbύ­

ναντο, έκ πρώτης όψεως, νά έμφανισθοvν κβάντα ένεργείας hι', 2/ιv κλπ. 

'Ίνα ή θεωρία άχθi] είς σvμφωνίαν μέ τά πειραματικά. δεδομένα, εί­

χεν είσαχθfj ύπό τοv Bohr μία βοηθητική ύπόθεσις γνωστή ώς «άρχή 
τfjς άντιστοιχίας,>, ή όποία έκκινςϊ: άπό τήν διαπίστωσιν δτι τά άπο­

τελέσματα τών ύπολογισμών βάσει τfjς Κβαvτικfjς Θεωρίας τείνοvν νά 

σvμπέσοvν μέ τά τfjς Κλασσικfjς Φvσικfjς ε!ς τήν όριακήν περίπτωσιν 

μεγάλων κβαντικών άριθμών *. Έπεκτείνων τήν άρχήν τfjς άντιστοι­

χίας ό BolH σvνέδεε ** τήν πιθανότητα μεταβάσεως ένός κβαντω­

μένοv σvστήματος άπc μιδ:ς καταστάσεως είς άλλην, μέ τήν ίΞντα­

σιν των φασματικών γραμμών, τάς όποίας θά €πρεπε νά παροvσιάζτ:~ 

τό σύστημα κατά τήv κλασσικήν ήλεκτρομαγνητικήν θεωρίαν. Οϋτως 

έάν ή κλασσική θεωρία δέv προέβλεπεv έκπομπήν ή άπορρόφησιν άκτι­

νοβολίας ώρισμέvης σvχνότητος, ή άντίστοιχος · μετάβασις έχαρακτη­
ρίζετο ώς άπηγορεvμέvη καί, άναλόγως, διετvποvντο οί κανόνες έπι­

λογfjς. Διά τήv περίπτωσιν τοv περιγραφέντος ταλαντωτοv ή κλασ­

σική θεωρία προέβλεπε σvχνότητα άκτινοβολίας, ϊσην πρός τήν σv­

χνότητα ταλαντώσεως αύτοv, ούδεμίαν δέ άλλην. 'Όθev προέκvπτε ό 
άναφερθείς κανών έπιλογfjς Δη= + 1. 

* Βλ. Άλεξοπ. (5) σελ. 28. 
*''. Βλ. Rιιl)ίnο>Λ·iο. (6) σελ. 81. 


