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Η ΕΞΙΣΩΣΙΣ ΤΟΥ SCHRODINOER 

1. Ή lμφά.vιαις κcιι &:vά.πΤυξις Tijς ΚβcιvΤικijς θεωριcις 

Πρός διερεύνησιν οίουδήποτε προβλήματος άφορωντος είς τά:ς έv 

yένει Ιδιότητας των άτόμων ή των μορίων χρησιμοποιείται σήμερον 

ώς άφετηρία των σχετικων συλλοyισμων ή περίφημος έξίσωσις τοv 

Schrδdinger. 

'Από τfϊς έποχfϊς τοv Planck (1901), τοv πατρός τfϊς Κβαντικf)ς 

Θεωρίας, μέχρι τfϊς διατυπώσεως τfϊς έξισώσeως τοv Schrodinger 
(1926) ή Κβαντικη Θεωρία εΤχε νά: διανύσει δύσκολον δρόμον. Κατ• 

εvτυχfϊ σύμπτωσιν δ δρόμος αvτός διηνύθη, σχετικως ταχέως, διά: με

γάλων άλμάτων. Τά: &λματα ταvτα άπετέλεσαν, άφ' ένός μέν αί άνα

καλύψεις νέων πειραματικων δεδομένων θεμελιώδους σημασίας, άφ' έτέ

ρου δέ αl προτάσεις έπαναστατικων άντιλήψεων άπό μέρους έξεχόν

των στοχαστωv. 

Αί βαθμίδες τfjς άλματώδους ταύτης άναρριχήσεως, τοvλάχιστοv 

αl κυριώτεραι, εΤναι yvωσταί : Ή άμέσως μετά τi)v έμπνευσμένην έρ
yασίαv τοv Ρlaηckέρμηvεία τοv φωτοηλεκτρικοv φαιvομέvου ύπό τοv 

Einstein (έκ τf)ς δποίας διεμορφώθη ή Ιδέα τοv φωτοvίου), ή ύπό τοv 
Rutherford πρότασις τοv πλανητικοv προτύπου τοv άτόμου, ή πρό
τασις τοv Bohr, όπως ή στροφορμή τοv ήλεκτρονίου τοv περιφερομέ
νου περί τόv πυρf)vα θεωρηθi] ώς κβαvτωμένη (βάσει τfjς δποίας εv

ρεv άπλfjv έρμηvείαν τό μέχρι τότε μυστηριωδες φάσμα τοv ύδροyό

νου), ή ύπό τοv Sommerfeld προσπάθεια έπεκτάσεως της Ιδέας τοv 

Bohr .. (έρyασία ή δποία εΤχεv ώς συvέπειαν την διαμόρφωσιν τfiς έν

νοίας των κβαvτικων άριθμωv), ή διατύπωσις τfjς θεωρίας τωv ύλι

κων κυμάτων ύπό τοv de Broglie, ή άvακάλυψις τοv φαινομέvου τfjς 

παραθλάσεως των ήλεκτροvίωv κλπ. 

Ή λεπτομερής παρακολούθησις τfϊς έξελίξεως των έπιστημονικων 

~vτιλήψεων κατό: τήv «ήρωϊκi)ν» αvτήν 25ετίαv, άσφαλως, παρέχει 
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άπαράμιλλον πνευματικήν άπόλαυσιν είς τον μελετητήν τfjς ίσχύος 

τοv άνθρωπίνου πνεύματος. Δυστυχώς δμως, έν όψει τοv περιωρισμέ
νου σκοποv τοv παρόντος συyyράμματος, ή παρακολούθησις τfjς έξε

λίξεως αύτfjς θό: παραλειφθij. 

Ai σημεριναί άντιλήψεις περί τον μικρόκοσμον των άτόμων καί 
μορίων στηρίζονται είς τό:ς κλασσικό:ς πλέον έρyασίας τοv Schrodin
ger, τό:ς δημοσιευθείσας κατό:, το 1926, καί είς τήν εκτοτε άτέρμονον 

προσπάθειαν των θεωρητικών έπιστημόνων προς έπέκτασιν καί βελ

τ{ωσιν των μεθόδων vπολοyισμοu. Ή περίφημος έξίσωσις TOV Scl1ro
dinger κατεστρώθη, το πρώτον, προς περιyραφήν των ίδιοτήτων τοv 
άτόμου τοv vδροyόνου. 'Η έξίσωσις αvτη φαίνεται έκ πρώτης όψεως 

άρκετό: πολύπλοκος ώστε νό: yεννξi, εύλόyως, τήv άπορίαν: Πώς ό 

Schrδdinger συνέλαβε τήν ίδέαν της διατυπώσεως μι6:ς τοιαύτης έξι

σώσεως; 

Έν τούτοις ό συλλοyισμός διό: τοv όποίου ό Schroding·er ώδηyή
θη ε\ς τήν διατύπωσιν τfjς έξισώσεως ταύτης δέν είναι άκαταvόητος, 

χωρίς τοvτο νά σημαίντ:~ δτι δέν ε{ναι καί Ιδιοφυής. Οvτω, προκειμέ

νου περί τοv άτόμου τοv vδροyόνου, έό:ν θεωρηθij δτι το ηλεκτρόνιον 

κινείται περί τον τrυρfjνα έπί συyκεκριμμένης τροχιάς (κατό: τό:ς άντι

λήψεις Rutherford - Βοhι- - Somιηerfeld), ή δέ κίνησις αvτη TOV ηλε

κτρονίου θεωρηθij δτι δύναται νό: περιyραφij έξ ϊσου καλώς vπό κύμα

τός τινος (κατό: τήν θεωρίαν τών vλικών κυμάτων) έπί πλέον δέ είσα

χθij καί ή άπαίτησις δπως ΤΟ κvμα τοvτο διαδιδόμενον κατό: μfjκος 

τfjς τροχιaς καί συμβάλλον μέ τον εαυτόν του σχηματίζει στάσιμον 

κvμα (Schroding·er), τότε ώς άποτέλεσμα λαμβάνομεν τήν έξίσωσιν τοv 
Sc h roding·er. 

Πρέπει δμως νό: τονισθij δτι ή σειρό: αvτη συλλοyισμών δέν άπο

τελεί πράyματι παpαyωyήν τfjς έξισώσεως τοv Schrδdinger άποδει

κνύουσαν τήν iσχύν αύτfjς άδιαμφισβητήτως. Ό μόνος λόyος διό: τον 

όποίον ή έξίσωσις αvτη yίνεται άποδεκτή ε{ναι τό yεyονός δτι εiς 

δσας περιπτώσεις κατέστη δυνατή ή λύσις της τΟ: άποτελέσματα συμ

φωvοvν θαυμάσια μέ τό: πειραματικό: δεδομένα. 

Λόy(fJ άκριβώς αύτών' των έπιτυχιών, ή έξίσωσις TOV Schrodin
g·er όμοv μετό: προσθέτων τινών παραδοχών, άναφερομένων κατωτέρω, 
δικαιοvται νό: θεωρηθij ώς θεμελιώδης νόμος της Φύσεως, μη χρήζων 

άλλης άποδείξεως. 

Ή ΜηχανικΤ) τΤ)ν όποίαν θεμελιώνει ό νόμος αύτός καλείται «Κυ

ματομηχανική», eχει δέ τό πλεονέκτημα eναντι τfjς Κλασσικfjς Μηχανι

κfjς δτι, ένφ ή τελευταία δέν Ισχύει διό: συστήματα άποτελούμενα άπό 

σωματίδια τοv μικροκόσμοv, ή Κυματομηχανική άντιθέτως ίσχύει έίς 
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-πΟ:σαν περίπτωσιν, καθ' δσον διά μακροσκοπικά συστήματα, άποτe

λούμενα δηλαδή άπό πολύ μeyάλο πληθος μικροσωματιδίων, αι προ

βλέψεις της Κvματομηχανικης ταυτίζονται μέ έκeίνας τfjς Κλασσικfjς 

Μηχανικης. Ή Κυματομηχανική δηλαδή είναι Μηχανική yενικωτέρα, 

περιλαμβάνουσα τήν Νευτώνειον Μηχανικήν ώς όρικήν περίπτωσιν*. 

2. Ή κuματομηχανική άνημετώπισις ένός προβλήμcι-ιος 

Κατά τάs άντιλήψi-ις τfjς Κυματομηχανικfjς ούδέν δικαιολοyeί τήν 

παραδοχήν δτι εντός άτόμου τινός τό ήλεκτρόνιον κινείται περί τόv 

πυρfjνα έπί συγκεκριμένης τροχιάς, διότι ούδέν 'πείραμα δύναται νά 
έλέyξ1] τήν παραδοχf~v ταύτην. 'Αντί της τροχιaς ή Κυματομηχανική 

είσάyει τήν eννοιαν τfjς πιθανότητος, τήν όποίαν eχει εν ήλεκτρόνιον 

νά εύρεθfj είς ώρισμένον σημείον τοv χώρου. Άvά.λοyα ίσχύουν καi δι' 

άλλα μεγέθη της Κλασσικης Μηχανικης καί τάς άντιστοίχους κυματο

μηχανικάς άντιλήψεις. 

Έν τούτοις κατά τήν κατάστρωσιν καί έπεξeρyασίαν ένός κυμα

τομηχανικοv προβλήματος, διά λόyους διευκολύνσεως καί μόνον, δια

τηροvμεν τάς κλασσικάς έννοίας, μέχρις ώρισμένου σημείου, διότι μέ 

αύτάς eχομεν έξοικειωθfj περισσότερον. 'Επί παραδείγματι, προκειμέ

νου νά μελετήσωμεν Εν άτομον, τό φανταζόμεθα πρώτον ώς συνιστά

μενον άπό ήλεκτρόνια κινούμενα περί τον πυρfjνα καί eχοντα κινητι

κήν ένέρyειαν, λόy<{J ταχύτητος, καί δυναμικήν λόy<{J ήλεκτροστατι

κης ίΞλξεως ύπό τοv πυρfjνος. Έν συνεχείς~: δέ έφαρμόζομεν τάς μεθό

δους της Κυματομηχανικfjς. 

Σημειωτέον δτι ένταvθα άποσκοπείται ή παρουσίασις μόνον της 
πλευρas έκείνης της Κυματομηχανικης ή όποία iΞχει χημικόν ένδιαφέ

ρον καί ούχί όλοκλήροv της συγχρόνου Κβαντικης Θεωρίας. Έν όψει 

τοv σκοποv τούτου ή κυματομηχανικη άντιμετώπισις ένός χημικοv 

προβλήματός eχει ώς έξfjς: 

Θεωρείται πρώτον τό άτομον ή μόριον, ώς συνιστάμeνον έκ πυ

ρfjνος ή συστήματος πυρήνων, καί έξ i]λεκτρονίων κινουμένων έντός 

τοv ήλεκτροστατικοv πεδίου των πυρήνων. 'Εν συνεχείς~: έκφράζeται ή 

κινητική καί ή δυναμική ένέρyεια των ήλεκτρονίων ώς πρός τόν πυ

ρηνα ή τούς πυρfjνας. 

•· Συγχρόνως μετά τοϋ Schrδιlin~ι::r, άλλ' eχ'νεξαρτήτως, ό Heisen!Jerg διε
τύ"Πωνεν άνάλοyον Μηχανικήν, την ά"Ποκληθεϊσαν Κβαντομηχανικήν. Συντόμως 

Όμως κατεδείχθη ή ίσοδυναμία των δύο μεθόδων, οϋτως ωστε σήμερον ot 
δροι «Κβαντομηχανικι'\» καί «Κυματομηχανική» είναι ταυτόσημοι. 
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'Η ' J. ' Τ l ~ ' ' κινητικη 1:νερyεια, =2 mν•, 1:καστου ηλεκτρονίου θεωρεiταr 

'άθ - - 1 ' ' ως ροισμα τριων συνιστωσων, 2 mνχ • κλπ. κατα τας τρείς δια-

στάσεις τοϋ χώρου. At συνιστωσαr τfjς ταχύτητος άντικαθίστανται 

ύπό των συνιστωσων τfjς δρμfjς Ρχ = Π1Vχ κλπ. π. Χ· έάν τό σύστη

μα περιέχ1J eν μόνον ήλεκτρόνιον θa eχωμεν : 
1 

Τ = -2- (Ρχ • + py • + Pz ') 
Π1 

'Επίσης έκφράζεται ή δυναμική ένέρyεια έκάστου ήλεκτρονίου ώς 

συνάρτησις των συντεταyμένων αvτοσ. 'Επί παραδείyματι διa τήν πε

ρίπτωσιν ένός ήλεκτρονίου καί ένός πυρfjνος, ή δυναμική ένέρyεια τοv 

ήλεκτρονίου, λόyφ τfjς δυνάμεως Coulon1b, εΤναι ώς yνωστόν 
e• 

V=--r 
δπου ή άπόστασις r εΥναι (χ• + y 2 + z 2) 1 Ι 2 • Πολυπλοκωτέρα εΤναι, βε
βαίως, ή eκφρασις τfjς δυναμικfjς ένερyείας εlς συστήματα άποτελού

μενα έκ περισσοτέρων τοσ ένός ήλεκτρονίων η πυρήνων. 'Αλλά θa 

ίδωμεν έν συνεχείc;ι πως άντιμετωπίζεται ή περιπλοκή αίίτη. Πρός τό 

παρόν ύποθέτομεν δτι eχομεν έι<:φράσει τήν δυναμικήν ένέρyειαν ώς 

συνάρτησιν των συντεταyμένων χ,, y" z, τοv πρώτου σωματιδίου, 
χ., Υ., z, τοσ δευτέρου κλπ. μέχρι Χπ, Υπ, Ζπ τοσ ηοστοσ σωματιδίου. 

Τοvτο σvμβολίζομεν διa V(x,, Υ" Ζ\!''''"'Χπ, Υπ, Ζπ ). 

'Αντιστοίχως ή κινητική ένέρyεια θa εΤναι: 

1 
Τ = ~ (p, 1 " + py, 2 + ...... + Ρzη 2) 

ή δέ συνολική ένέρyεια τοv συστήματος, κατa τήν κλασσικήν πάντο

τε θεώρησιν αύτοv, θa εΙναι τό άθροισμα Τ + V. Ή- μάζα 111 έτέθη 
έκτός παρενθέσεως ύπό τήν προvπόθεσιν δτι μόνον δμοειδfj σωματίδια 

(π. χ. ήλεκτρόνια) συμβάλλουν εlς τήν συνολικήν κινητικήν ένέρyειαv 

τοv συστήματος. 

'Από τοv σημείου τούτου τό πρόβλημα μετατρέπεται εlς κυματο

μηχανι.κόν. 

At δρμαi άντικαθίστανται ύπό τελεστων * μερικfjς παραyωyίσεως 
ώς πρός τaς άντιστοίχους συντεταyμένας κατa τόν έξfjς κανόνα: 

*Τελεστής εΙναι τό σύμβολον μιδ:ς πράξεως. Π.χ. 3χ εfναι ό τελεστής: 

τοί) πολλαπλασιαομοu έπί τρία, ~ ό τελεστής της μερικης παραyωyίσεως ax 
μιδ:ς συναρτήσεως ώς πρός χ κλπ. κλπ. 



h a 
Ρχ-+ -- --

2πi ax 
h a 

py-+ -- --
2πi oy 
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(1) 

κλπ. δπου i εΙναι ή μονάς τών φανταστικών άριθμών. Ό κανών ύπο
νοεi δτι τά ητράyωνα τών δρμών άντικαθίστανται ύπό τών τελεστών 

Ρχ • -+ ( h )" a• 
2πi ~ 

py 2 -+ ( 
h )• a• 

2πi ~ 

(2) 

Ούτω, ή eκφρασις τfjς συνολικής ένερyείας τοϋ συστήματος μετα

τρέπεται ε\ς τόν τελεστήν Η. 

h' ( a2 a~ σ• ) Η =-s-.- -a • +-a :ι + ...... +-a • +ν(χ,, y., ······ zn) 
π m χ, Υι Zn 

·ο τελεστής οvτος άναφέρεται ώς δ Χαμιλτώνειος τελεστής τοϋ συ

στήματος. 

'Ήδη άναζητοvμεv μίαν συνάρτησιv, ψ, ή δποία νά eχt;1 τάς ·έξfjς 
Ιδιότητας: 

1) Νά εΙναι συνάρτησις τών αύτών μεταβλητών, δηλ. χ., y., ... 
•• ., Zn • 

2) Νά εΙναι συνεχής, μονότιμος κα\ πεπερασμένη καθ' δλον τό πε

δlον μεταβολής τών μεταβλητών. 

3) Νά εΙναι τοιαύτης μορφfjς, ώστε, έάν άφεθτi νά δράστ;~ έπ' αύτfjς 
δ Χαμιλτώνειος τελεστής, Η, τό άποτέλεσμα τfjς δράσεως νά εΙναι ή 

αύτή συνάρτησις πολλαπλασιασμένη έπ\ ~να σταθερόν συντελεστήν 

Ε, ή τιμή τοv δποlου ταυτίζεται μέ την τιμήν τfjς δλικfjς έν~ρyείας 

τοv συστήματος. 

Ή τελευταία αύτη άπαlτησις συμβολlζεται διά τfjς έξισώσεως 

Ηψ=ΕΨ (3) 

•Η έξlσωσις αύτη άναφέρεται καi ώς «κυματική έξίσωσις». 

Δέον δπως προσεχθτi δτι τό δεξιόν μέρος τfjς έξισώσε(Α)ς (Εψ) 

συμβολlζει, ώς συνήθως, πολλαπλασιασμόν τfjς συναρτήσεως ψ έπi 

την σταθεpaν Ε. Τό άριστερόv, όμως, μέλος δέv συμβολlζει πολλαπλα-

σιασμόν, άλλa δρΟ:σιv τοϋ τελεστοv Η έπί τfjς συναρτήσεως ψ. Τοϋτο 

νοείται ώς έξfjς : 
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h• ( d 2ψ iJ''Ψ (Γψ ) 
Η'Ψ= -8-.- -a 2 +-a 2 + ...... +-d. 2 +ν(χιι νι, ... Ζπ )Ψ 

π m Χι Υι Ζπ 

Δηλαδή: Οί δροι τοσ τελεστοv Η, οί προελθόντες έκτων σvνιστωσων· 

τfjς δvναμικfjς ένερyείας, άπλως πολλαπλασιάζονται έπi τήν σvνάρ

τησιν ψ. Οί δροι, δμως, οί προελθόντες έκ τfjς κινητικfjς ένερyείας (κα

τόπιν τfjς άντικαταστάσεως των όρμων ύπό των άντιστοίχων τελε

στων) παριστοvν, πλέον, τάς άντιστοίχοvς μερικά; δεvτέρας παραyώ

yοvς τfjς ψ. 

Οϋτω, δι' eκαστον σύστημα (άτομον, μόριον κλπ.) δύναται, τοv

λάχιστον κατ' άρχήν, νά καταστρωθ1) μία κvματική έξίcωσις δηλ. μία 

διαφορική έξίσωσις δεvτέρας τάξεως. Εlς τήν έξίσωσιν "tαύτην Ο:yνω

στος εΙναι ή σvνάρτησις ψ. Λύσις δέ τfjς κvματικfjς έξισώσεως είναι ή 

εϋρεσις δλων των σvναρτήσεων, ψ, αί όποίαι εχοvν τάς άναφερθείσας 

ίδιότητας καi σvyχρόνως, ίκανοποιοvν τήν κvματικήν έξίσωσιν. Ή ψ 

όνομάζεται καi «κvματική σvνάρτησις». Ή σημασία τfjς σvναρτήσεως 

αvτfjς άναπτύσσε:rαι κατωτέρω. Προηyοvμένως δμως, πρός κατανόη

σιν τοv περιyραφέντος τρόποv καταστρώσεως ένός προβλήματος, &ς 

κάμωμεν μίαν έφαρμοyήν έπi ένός άπλοvστάτοv σvστήματος. 

3. Ή χυμcιηχή lξ{αωαις -τοu γρcιμμιχοu 
άρμονιχοu -τcrλcιν-τω-τοu 

Θεωροvμεν-σωμάτιον μάζης 111, δvνάμενον νά μετακινηθi) μόνον κα

τά μfiκος μιaς εvθείας (ή όποία λαμβάνεται καi ώς .ό:ξων των χ) καί 

ύφιστάμενον τήν έπίδρασιν δvνάμεώς τινος, ή όποία τείνει νά τό έπα

ναφέρ'Ι) είς μίαν θέσιν ίσορροπίας (χ=Ο) καi ή όποία είναι άνάλοyος 

τfjς άπομακρύνσεως (χ) αvτοσ έκ τfiς θέσεως Ισορροπίας. 'Ήτοι ή δύ

ναμις έπαναφορaς είναι - kx. ·ως γνωστόν τό σωμάτιον άπομακρvνό
μενον έκ τfjς θέσεως Ισορροπίας καi άφιέμενον έλεύθερον θά έκτελέση 

άρμονικήν τσλάντωσιν. 

Κατά τήν κίνησιν ταύτην ή κινητική ένέρyεια τοv σωματίοv θά 

1 Ρ • 
είναι Τ = 2 111νχ ~= 2~1 . 'ως δέ εΤναι yνωστόν έκ της Φvσικfjς, ή 

δvναμική ένέρyειά τοv είναι V =-} kx 2
• 

'Επομένως ό Χαμιλτώνειος τελεστής τοv σvστήματος είναι : 

1 ( h )' d' 1 Η=~ 2;/ dx' +2kχ' 
κα\ ή κvματική έξίσωσις αvτοσ 
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h2 d'ψ 1 
- 8π2m dx 2 + 2kχ'ψ = Εψ 

ή, μΕτασχηματιζομένη 

--+-- E--kx' 11J =Ο d'ψ 8π2 n1 ( 1 ) 
dx• h' 2 " 

Ή λύσις της έξισώσΕως αvτης θό: μaς άπασχολήσ1J άρyότφον 

(ΚΕφ. II). 

4. Ή φuσική σημcχσ(cχ της κuμcχτικijς σuναρτήσεως 

·ως ΕΪπομεν, ή ψ είναι συνάρτησις δλων των συντεταγμένων χ 1 , 

Υ11 •••••. , Zn αί όποίαι άπαιτοvνται πρός καθορισμόν της θέσεως των 

σωματιδίων τοv ύπ' όψιν συγκροτήματος είς ώρισμένον σύστημα άνα

φορaς. Έπί παραδείγματι, προκειμένου περί τοσ άτόμου τοσ ύδροyό
νου δυνάμΕθα νό: τοποθετήσωμεν ττ']ν άρχτ']ν συστήματος Καρτεσιανων 

συντεταγμένων είς τόν πυρηνα, όπότε ή θέσις τοv ήλεκτρονίου καθο

ρίζεται έκ των έκάστοτε τιμων των τρι&ν αύτοσ συντεταγμένων χ, 

y, Ζ. 'Αναλόγως Εiς ττ']ν πφίπτωσιν τοσ άτόμου τοσ ήλίου (δύο ήλε

κτρόνια) άπαιτείται ή yνωσις των τιμων εξ συντεταγμένων χ,, y,, z,, 
χ,, y

2
, z,, προς καθορισμον της έν τ~ χώρ~ θέσεως των δύο ήλεκτρο

νίων αύτοσ κ.ο.κ. Δηλαδτ'] είς έκάστην έν τ~ χώρ~ διάταξιν των σω

ματιδίων τοv μελετωμένου συστήματος άντιστοιχεί μία συγκεκριμένη 

τιμτ'] της συναρτήσεως ψ. 

"Ηδη ή Κυtατομηχανικτ'] δέχεται δτι τό τετράγωνον της τιμης 
αvτης της ψ εΙναι τό μέτρον της πιθανότητος ττ']ν όποίαv eχει τό σύ

στημα νό: εύρεθij ε!ς αύττ']ν ττ']ν διάταξιν έν τ~ χώρ~. Ε!ς δέ τaς πε

ριπτώσεις είς τaς όποίας ή κυματικτ'] συνάρτησις εΤναι μιyαδικτ'] (δπό

τε ή συζυγής της συνάρτησις συμβολίζεται διa ψ*) ώς μέτρον της πι

θανότητος δέν λαμβάνεται τό τετράγωνον ψ, άλλa τό τετράγωνον 

της άπολύτου τιμης, ήτοι τό γινόμενον ψ*ψ, τό όποίον δέν eχει φαν

ταστικόν μέρος (t). 
·ως εΙναι εύνόητον ή πιθανότης νά εύρεθij eν σωματίδιον ε\ς ώρι

σμένον σημείον τοv χώρου θό: εΤναι άνάλοyος καί της άνοχης dx, dy, 
dz, μετό: της όποίας όρίζονται αί τρείς συντεταyμέναι τοΟ σημείου. 

Δηλαδτ'] όρθότερον εΤναι νό: όμιλωμεν περί της πιθανότητος ττ']ν δποίαν 

eχει iΞν σωματίδιον νό: εύρεθij όχι είς Εν σημείον άλλό: έντός στοιχειώ-

·;· 'Ως yνωστόν, ένός μι yαδι κοΟ άριθμοΟ ψ =a + ίb ό συζυyής ε!ναι 

ψ'' =a-ίι1 καί !ι;.ιl'=ψ*·ψ=a' + '''· 
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δοvς χώροv eχοντος διαστάσεις dx dy dz καί περικλείοντος τό έν λόγ~ 
σημείον. 

Οvτω, σvνολικώς, ή πιθανότης νά εύρεθij eν σύστημα σωματιδίων 

ε!ς ώρισμένην έν τc;'> χώρ~ διάταξιν θά ε{ναι 

ψ*ψdx,dy, ...... dzπ (4) 

VΗδη, έν όψει τfjς τοιαύτης έρμηνείας τfjς κvματικfjς συναρτή

σεως, καθίσταται προφανής ό λόγος διά τόν όποίον έτέθη ή άπαίτη

σις δπως αvτη ε{ναι σvνεχής μονότιμος καί πεπερασμένη. Διότι, έπί 

παραδείγματι, έάν δι' ώρισμένην τιμήν μιδ:ς σvντεταγμένης (ή περισ

σοτέρων) ή ψ έλάμβανε τιμήν άπειρον, τό σύστημα θά ε{χεν άπειρον 

πιθανότητα νά εύρεθij είς τήν άντίστοιχον διάταξιν, πρδ:γμα φvσικώς 

άκατανόητον. 

Ή γνώσις τfίς σvναρτήσεως ψ, ώς θά ίδωμεν άργότερον, eχει πο

λU μεγάλην σημασίαν καθ' δσον έξ αvτfjς δύνανται νά προβλεφθοuν 

πλείσται φvσικαί καί χημικαί ίδιότητες τών άτόμων, μορίων κ.λ.π. 

5. Ίδιοημαι και ίδιοσuναρ-rήσεις 

·ως είπομεν, διά τήν μελέτην ένός σvστήματος μικροσωματιδίων 

εύρίσκεται πρώτον ό Χαμιλτώνειος τελεστής αvτοu καί καταστρώνεται 

ή άντίστοιχος κvματική έξίσωσις Ηψ= Εψ. 

'Ήδη aς άναζητήσωμεν τήν λύσιν τfjς κvματικfjς έξισώσεως, η 

μδ:λλον τάς λύσεις αvτfjς, καθ' δσον μία διαφορική έξίσωσις eχει, ώς 

γνωστόν, άπείροvς λύσεις. 'Εν τούτοις ό άριθμός των άπό φvσικfjς 

άπόψεως παραδε1<των λύσεων τfjς κvματικfjς έξισώσεως περιορίζεται 

σημαντικώς, έάν ληφθij ύπ' όψιν δτι, έξ δλων των μαθηματικων λύ

σεων ψ, άπορρίπτονται δσαι τvχόν δέν ίκανοποιοuν τήν άπαίτησιν νά 

e{ναι σvνι:χείς, μονότιμοι καί πεπερασμέναι. Τοuτο εχει μίαν συνέπειαν 

θεμελιώδοvς σημασίας. 'Απορρίπτονται δηλαδή δλαι αί τιμαί τfjς ένερ

yείας διά τάς όποίας δέν ε{ναι δvνατόν νά εύρεθij τοιαύτη φvσικως 

παραδεκτή λύσις καί, άντιστοίχως, καθορίζονται αί ώρισμέναι έκείναι 

τιμαί τfίς ένεργείας Ε,, Ε,, Ε, ....... διά τάς όποίας ή κvματική έξί-

σωσις eχει φvσικώς παραδεκτάς λύσεις. 

Πρός πληρεστέραν κατανόησιν θά άναφερθωμεν είς τό 'ίδιον, ώς καί 

πρότερον, άπλοϋν παράδειγμα, ήτοι τό τοϋ yραμμικοϋ ταλαντωτοϋ, 

τοϋ δποίοv τήν κvματικήν έξίσωσιν εχομεν ήδη καταστρώσει 

d"ψ _ 8:z 1

111 ( _!_ . , _ Ε) 
dx" - h• 2 kx ψ (5) 

Ή καμπύλη τοu σχήματος 1 παριστξΧ τήν δvναμικήν ένέρyειαv 
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V =+ kx'. Διά πολύ μεyάλας θετικάς ή άρνητικάς τιμάς τοv χ ή 
δυναμική ένέρyεια τείνει είς τό άπειρον. 

'Εάν είς τήν κvματικήν έξίσωσιν τι:θ1j ώρισμένη (τvχαία) τιμή της 
όλικης ένερyείας Ε, ώς εlς τό σχημα 1, τότε διά τιμάς τοv χ μεyαλv-

τ~ρας τfjς a ή μικροτέρας τfjς b, ή ποσότης (--} kx"- E) θά εΙναι 

θετική. Κατά συνέπειαν ή δεvτέpα παράyωyος ιl2 ψ/dχ2 , &ρα καί ή 
καμπvλότης,θa εΙναιόμόσημοςτης σvναρτ:ήσεως ψ. Ή καμπvλότης δμως 

θά eχη άντίθετον τfjς ψ σημείον διά τιμάς τοv χ μεταξύ b καί a. 
'Επειδή ή κυματική έξίσωσις εΤναι διαφορική έξίσωσις όμοyενής, 

έάν eχη ώς λvσιν μίαν σvνάρτησιν, ψ, τότε λvσις της έξισώσεως ε{ναι 

έπίσης καί οίαδήποτε &λλη σvνάpτησις, ή όποία εΤναι άπλοvν πολ

λαπλάσιον τfjς ψ έπi σταθεpόν τινα σvντελεστήν. 

Δvνάμεθα, έπομένως, νά έπιλέξωμεν, πρός δοκιμήν, μίαν έξ δλων 

των δvνατων λvσεων, τfjς όποίας τήν τιμήν, διά x=c, όρίζομεν εlς Α, 
ώς φαίνεται είς τό σχfjμα 2. 

"Ηδη έάν δοθη μία ώρισμένη τιμή καί εlς τήν κλίσιν τfjς σvναρ

τήσεως (είς τό avτo σημείον), ή σvνάρτησις εΤναι άπολVτως καθωρι

σμένη. Δοκιμάζοντες δέ διαφόροvς τιμάς της κλίσεως (διά ψ=Α δταν 

x=c) δυνάμεθα νά εvρωμεν δλας τάς λύσεις τfjς κvματικfjς έξισώσεως, 
διά τήν προϋποτεθείσαν τιμήν της Ε, ώς έξης : 

"Ας ύποθέσωμε11 δτι δίδομεν είς τήν κλίσιν τιμήν ώς είς τήν καμπv

λην 1 τοv σχ. 2. 'Επειδή ΙJ<c<a καί φ>Ο, ή καμπvλότης θά εΤναι 

άρνητική καί αί,ιξανομένης τfjς τιμης τοCί χ, ή καμπvλη θά προχωρ1j 

στρέφοvσα τa κοίλα προς τά κάτω. Πέραν δμως τοCί σημείοv x=a, 
καί έφ' δσον ή ψ έξακολοvθεί νά ε{ναι θετική, ή καμπvλότης yίνεται 

θετική καi ή καμπvλη ταχέως τείνει είς το &πειρον. 

'Εάν, άντιθέτως, εϊχομεν δώσει άpχικως τελείως διαφορετικήν τι· 

μήν είς τήν κλίσιν, δηλ. ώς είς τήν καμπvλην 3, ή συνάρτησις θά 
έδείκνvε τήν αvτήν μΕν yενικήν σvμπεpιφοpάν μέχρι τοCί σημείοv x=a 
καί έπί ΤΙ διάστημα μετ' αvτό ίΞως οτοv θά eτεμνε τον ό:ξονα των Χ 

είς σημείον Ι:'στω χ= ιl. Πέραν δμως τοv σημείοv d, άναστρεφομένοv 
τοCί σημείοv τfjς ψ, άναστρέφεται καi ή καμπvλότης καί ή σvνάρτησις 

τείνει ταχέως πpός -«>. 

'Αλλά κατά το άναφερθέν αίτημα τfjς Κvματομηχανικης, σvναρτή

σεις δvνάμεναι νά λάβοvν άπειρον τιμήν δέν yίνονται δεi<ταί ώς λvσεις 

τfjς κvματικης έξισώσεως. 'Όθεν μόνον μία ώρισμένη τιμή της κλίσεως 

(είς x=c) θa i)δvνατο, ένδεχομένως, νά ληφθ1j ύπ' όψιν, δηλ. έκείνη 
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διό: 'τήν δποίαν ή καμπύλη, έπεκτεινομένη προς τό: δεξ;ά, θό: eτεινε 
άσvμπτωτικως προς τον άξονα των χ, ώς ή καμπύλη 2. 

VΗδη ομως, έπεκτεινομένης τfiς lδίας καμπύλης (2) καi προς τό: 

άριστερά, εΙναι λίαν άμφίβολον οτι αvτη θό: eτεινεν έπίσης πρός τόν 

άξονα των χ. Έν όψει των. άμέσως άνωτέρω λεχθέντων, ή προς τό: 

άριστeρό: έπέκτασις της καμπύλης 2 άναμένεται νό: δδηyήστ;~ είτε εlς 

+σc είτε elς -σc. νΑρα καl αύτή άπορρίπτεται. 

ν 

b ο 8 

- χ 
Σχ. 1. ψ 

t 
Α 

Σχ. 2. 

Όδηyούμeθα οvτω εlς τήν διαπίστωσιν δτι, διά μίαν τvχοvσα\/' 

τιμήν τ?jς ένeρyείας, Ε, ή κvματική έξίσωσις δeν eχει λύσιν !κανοποιοΟ

σαν τάς άπαιτήσeις της Κvματομηχανικfiς. 

Αύξάνοντeς ομως διαδοχικως τήν τιμτ)ν της ένερyείας καi έπανα

λαμβάνοντeς έκάστοτe τήν αύτήν ώς άνω δοκιμήν, θά εvρωμεν ΟΤΙ δι' 

ώρισμέvας τιμό:ς της ένερyείας ή κvματικη έξίσωσις eχει ίκανοποιητι-
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κaς λύσεις. Ai τιμαi αvταί, Ε0 , Ε,, Ε,, Ε,, κλπ. όνομάζονται Ιδιοτιμαί 

τfjς ένεργείας. Αί δέ κvματικαί σvναρτήσεις, αί όποίαι εΥναι λύσεις της 

κvματικijς έξισώσεως δι' ώρισμένην \διοτιμήν, ονομάζονται \διοσvναρ

τήσεις τοv ύπ' όψιν σvστήματος σωματιδίων. 

Βεβαίως ή κvματική έξίσωσις τοv γραμμικοv άρμονικοv ταλαντω

τοv είναι άρκετά άπλij ώστε να δύναται να λvθij, ώς θa ίδωμεν κατω

τέρω, διά τfjς κανονικfjς μαθηματικfjς όδοv. Τό αύτό Ισχύει κα\ δι' 

άλλα τινeχ άπλα προβλήματα. Ή μεγάλη δμως πλειονότης των προ

βλημάτων τά όποία δύναται κατ' άρχήν νeχ άντιμετωπίσ1J ή Κvματο

μηχανική, όδηγοvν είς κvματικeχς έξισώσεις τόσον πολvπλόκοvς ώστε 

ή αύστηρά μαθηματική λύσις αύτων να εΥναι άνέφικτος. Είς τινας τοιαύ

τας περιπτώσεις ή σκιαγραφηθείσα ένταvθα πρακτική μέθοδος λύσεως 

άποδεικνύεται λίαν χρήσιμος. 

6. Διακεκριμένον και αuνεχές φά:αμα ιδιοτιμών 

Είς τό παράδειγμα τfjς προηγοvμένης παραγράφοv ύπεθέσαμεν δτι 

ή δvναμική σvνάρτησις, ν' eτεινεν είς τό &πειρον δια πολύ μεγάλας 

τιμeχς τfjς μετατοπίσεως χ. Τοvτο εΤχεν ώς σvνέπειαν νά μή δύναται 

ή ένέργεια τοv σvστήματος 

νά λάβ1J παρά μόνον ώρισμέ- V 
νας, σαφως διακεκριμένας t 
άπ' άλλήλων, τιμάς. Είς \ Voc 
τοιαύτας περιπτώσεις λέ-

γομεν δτι τό σύστημα eχει 

διακεκριμένον φάσμα ίδιοτι-

μων ένεργείας, κατ' άντι

στοιχίαν πρός τήν όρολο-

γίαν τfjς Φασματοσκοπίας. 

Τό παράδειγμα δμως 

τοv άρμονικοv ταλαντωτοv 

---

είναι ίδανική περίπτωσις Σχ. 3. 

---+χ 

καi iσχύει μόνον διά μικράς μετατοπίσεις έκ τfjς θέσεως Ισορροπίας. Ε\ς 

πραγματικά σvστήματα σωμαηδίων (άτομα, μόρια κλπ.) ή μετατό

πισις ένός σωματιδίοv, ώς πρeς τά ύπόλοιπα, είς μεγάλην άπόστα

σιν καταστρέφει τό σύστημα καί, έπομένως, ή δvναμική σvνάρτησις δέν 

τείνει είς τό άπειρον, άλλ' άσvμπτωτικως πρός μίαν ώρισμένην τιμήν 

ν co• ώς δεικνύει παραστατικως τό σχfiμα 3. 
Κατά τήν λύσιν τfjς άντιστοίχοv κvματικf)ς έξισώσεως ~νός τοιού

τοv σvστήματος, έάν δοκιμασθοvν τιμαi ένεργείας μικρότεραι τf)ς V ιαο• 
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εΙναι φανερόν δτι, ώς καί εiς τό παράδειγμα τοv άρμονικοv ταλαντω

τοv, θά εvρεθij φάσμα διακεκριμένον. 

Δι' οlαν.δήποτε δμως τιμήν ένεργείας μεγαλυτέραν τfjς Vro ή κυ
ματική έξίσωσις eχει λvσιν, ώς εvκόλως δvναται νά διαπιστωθiJ δι' 

έπαναλήψεως τών συλλογισμών τfjς προηγουμένης παραγράφου. Δηλ. 

τό σvστημα εlς τήν περιοχήν αvτήν τών τιμών έiιεργείας eχει συνεχές 

11>άσμα. 

'Εν γένει τό φάσμα ένεργείας ένός συστήματος εlναι έν μέρει μέν 

διακεκριμένον, άπό μιδ:ς δέ όριακfjς τιμfjς καί πέραν συνεχές. 

7. ·κ πεpιλcιμβά.νοuσcι καί τΔν χp6νον χuμcιτική ιξ(αωαις 

Κατά τήν περιγραφήν τοv τρόπου καταστρώσεως τfjς κυματικfjς 

έξισώσεως vπεθέσαμεν δτι ό Χαμιλτώνειος τελεστής δρξi έπί μιδ:ς 

συναρτήσεως, ψ, ή όποία εlναι συνάρτησις τών συντεταγμένων χώ

ρου χ,, y ,, ... zπ (σελ. 5). Ή οϋτω προκvπτουσα κυματική έξίσωσις, 
Ηψ=Εψ, όνομάζεται είδικώτερον «μή περιλαμβάνουσα τόν χρόνον κυ

ματική έξίσωσις». Αϋτη εlναι έπαρκής διά τήν λvσιν δλων σχεδόν τών 

χημικοΟ ένδιαφέροντος προβλημάτων. 

Διά τήν μελέτην δμως πολλών άλλων ζητημάτων εl11αι άπαραίτη

τον νa χρησιμοποιηθiJ ή γενικωτέρα μορφή τfjς έξισώσεως Schrorlin
ger, δηλαδή ή περιλαμβάνουσα καί τόν χρόνον κυματική έξίσωσις: 

ΗΨ = __ h_ οΨ (6) 
2πi at 

είς τήν όποίαν ή Ψ εlναι συνάρτησις όχι μόνον τών συντεταγμένων 

χ,, y
1

, κλπ., άλλά καί τοΟ χρόνου, t. Ό τελεστής Η καταστρώνεται 
κατά τά γνωστά. 

Ή κυματική συνάρτησις Ψ(χ, ... z, t) περιγράφει πλήρως τήν κα
τάστασιν τοΟ συστήματος, μερικαί Ιδιότητες τοv όποίου δυνατόν νά 

μεταβάλλωνται μετά τοΟ χρόνου. 

'Εν τοvτοις είς τά έπόμενα θά μδ:ς άπασχολήσουν συστήματα (άτο

μα, μόρια κλπ.) εvρισκόμενα είς καταστάσειι:: τοιαvτας ώστε αί Ιδιότη

τες αvτών νά μή μεταβάλλωνται μετά τοσ χρόνου. Αί καταστάσεις αv

ταί όνομάζονται «μόνιμοι καταστάσεις». 

Ή συνάρτησις Ψ (χ, ... , z, t) δVναται γενικώς νά παρασταθiJ ώς 

γινόμενον δvο συναρτήσεων. 

Ψ(χ, ... , z, t)=ψ(χ, ... , z)·φ(t) (7) 
.έκ των όποίων ή μέν ψ εlναι συνάρτησις μόνον των συντεταγμένων 

χώρου, ή δέ φ μόνον τοv χρόνου. Είς τήν περίπτωσιν μονίμου κατα-
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στάσεως ή φιt) εχει τήν μορφήν e h καi ή ψ(χ, ... , z) εΙναt 

λύσις τfiς μή περιλαμβανούσης τόν χρόνον κvματικfiς έξισώσεως 

Ηψ= Εψ διά τήν αίιτήν τιμήν τfiς Ε. Δηλ. προς μελέτην μονίμοv τι

νός καταστάσεως εlναι άρκετή ή yνωσις τfiς ψ. Κατά σvvέπειαν εlς 
τάς έπομένας παραyράφοvς θά χρησιμοποιήσωμεν μόνον τήν σvνάρ.τη

σιν ψ καi τήν άντίστοιχον μή περιλαμβάνοvσαν τόν χρόνον κvματι

κήν έξίσωσιν. 

8. Κcινονικοποίηαις "tijς κυμcιτικijς συνcιp"tήαεως 

'ως άνεφέρθη, ώς λύσεις τfjς κvματικfjς έξισώσεως εlναι δvνατόν 

vά εύρεθοvν διάφοροι !διοσvναρτήσεις ψ. Λόy~ ·ομως τfjς όμοyενείας 

τfiς κvματικfjς έξισώσεως, έάν μ(α σvνάρτησις ψ άποτελεί λύσιν αv

τfiς, τότε καί ή Ν'ψ άποτελεί έπίσης λύσιν οποv ό Ν' εΙναι ενας ο!οσ

δήποτε σταθερός σvντελεστής. 

Προς καθορισμόν τfjς καταλλήλοv τιμfjς τού Ν' πρέπει νΟ: λάβω

μεν ύπ' όψιν τήν φvσικήν σημασίαν τfjς σvναρτήσεως ψ. ·ως εϊπομεν 

(σελ. 8), ή πιθανότης νά εvρεθ~j ενα σvστημα σωματιδίων είς ώρισμέ

νην έν τι:;, χώρ~ διάταξιν θa εlναι ψ*ψdx,dy, ... dzn. 
Ήδη έάν θεωρήσωμεν τήν πιθανότητα νά εύρεθ~j τό σvστημα είς 

μίαν οίανδήποτε διάταξιν, αvτη θa εΤναι τό όλοκλήρωμα 

f ψ*ψdχ /ly 1 ...... rlzn (8) 

δποv ή όλοκλήρωσις νοείται άπό -ro είς +co, ή, άλλως, μεταξύ των 
όρίων έντός των όποίων εΙναι δvνατόν νά μεταβληθ~j έκάστη σvντε

ταyμένη. Άλλ' ή πιθανότης αvτη πρέπει νά Ισούται μέ τήν μονάδα, 

πρέπει δηλ. νά εΤναι βεβαιότης, διότι εlναι βέβαιον οτι τό σύστημα 

εύρίσκεται εlς κάποιαν διάταξιν έξ δλων των δvνατων. 'Επομένως τΑ 

όλοκλήρωμα τούτο πρέπει νΟ: εύρεθ~j ίσον προς τήν μονάδα. Έάv δμως 

ή τιμή τού όλοκληρώματος εύρεθ~j eστω Ι, δηλ. διάφορος τfjς μονάδος 

τότε δέν eχομεν παρΟ: νr1: πολλαπλασιάσωμεν τήν δοκιμασθείσαν σv

νάρτησιv έπί τόν σvντελεστήν Ν, τού όποίοv τήν τιμήν ύπολοyίζομεv 

έκ τfjς σχέσεως Ι = 1/Ν2. Τούτο όνομάζεται κανονικοποίησις τfjς σvν

αρτήσεως, ό δέ Ν σvντελεστής κανονικοποιήσεως. 

Κατωτέρω όσάκις θa άναφερώμεθα είς ίδιοσvναρτήσεις καi έφ' δσοv 

δέν θά διεvκρινίζεται τό ζήτημα τούτο, αvται θa νοούνται κανοvικο

Ποιημέναι. Θά yράφωμεν δηλ. ψ άντi Νψ καi θά νοfjται οτι Ισχύει ή 

σχέσις 

fψ*ψdι = 1 (9) 



14 

Θα χρησιμοποιήσωμεν έπίσης ΤΟ σύμβολον dτ: άντί TOV yινομένοv των 

διαφορικών 

ιiτ = dχ,ιt~Ί ...... ιlz,, (10) 

9. Ή άξ(α της γνώσεως της καταστατικης σuvαρτήσεως 

'Wς εϊπομεν, δι' ί'καστον σύστημα σωματιδίων ή Κvματομηχανικ~Ί 

άναζητεϊ σvναρτήσεις ψ, αί όποϊαι, σvν τοϊς 6:λλοις, να είναι καi τοιαύ

της μορφfϊς ώστε, έaν έπ' αύτών δράση ό Χαμιλτώνειος τελεστΤ]ς τοv 

σvστήματος, το άποτέλεσμα νa εΙναι ή αύτή σvνάρτησις πολλαπλα

σιασμένη έπί σταθερον σvντελεστήν Ι::, ό όποϊος δεχόμεθα δτι εΙναι ή 

τιμή τfϊς ένερyείας τοv σvστήματος εvρισκομένοv είς ·τήν κατάστασιν 

τήν όποίαν περιyράφει ή σvνάρτησις ψ. 

Ή ίδία παραδοχή θa ήδύνατο νa διατvπωθij καί κατa yενικώτε

ρον τρόπον, οϋτως ώστε νa άναφέρεται 6χι μόνον είς την ένέρyειαν τοσ 

σvστήματος, άλλ' είς οίονδήποτε φvσικον μέyεθος ς:χύτοv. Οϋτως ή Κv

ματομηχανική δέχεται δτι ή κατάστασις είς τήν όποίαν εvρίσκεται 

i'να σύστημα σωματιδίων περιγράφεται πλήρως vπο μιδ:ς σvναρτήσεως 

(σvνεχοvς, μονοτίμοv καi πεπερασμένης) κατa τον έξfϊ<; κανόνα: 

ΈΟ:ν το σύστημα eχη ί'να ώρισμένον πειραματικώς μετρήσιμον φv

σικον μέγεθος r; (ένέρyειαν, όρμήν, στροφορμήν, διπολικ+~ν ροπήν κλπ.), 
το όποϊον είς τήν κατάστασιν τοv σvστήματος τήν περιyραφομένην 

vπο τfϊς σvναρτήσεως ψ eχει τιμήν ώρισμένην 1,:' τότε ό τελεστής 

G 0 p δρών έπi τfϊς ψ άναπαράγει ταύτην πολλαπλασιασμένην έπί στα

θερaν eχοvσαν τιμήν ~-

(11) 

Ό δε τελεστής G0 ρ εvρiσκεται έό:ν είς τήν κλασσικΤ]ν ί'κφρασιν τοσ 

μεyέθοvς G ώς σvναρτήσεως τών μεταβλητών χ ...... καί των όρμών 

\)χ ••••.• , άντικατασταθοvν αί όρμαi διa των άντιστοiχων τελεστwv 

h a Ο" ' · θ - ' Η Ε ' , 2n·ί ax ...... vτως η αναφερ εισα σχεσις ψ= . ψ ειναι μονον με-

ρική περίπτωσις τοv yενικοv κανόνος καί δη ή άναφερομένη είς τΤ]ν 

ένέρyειαν τοv σvστήματος. 

Σvχνάκις, άντί τfϊς έκφράσεως «ΤΟ σvστημα εvρισκεται είς τήv 

κατάστασιν τήv όποίαν περιyράφει ή σvνάρτησις ψ», χρησιμοποιείται 

προς σvντομίαν ή iΞκφρασις «ΤΟ σύστημα εvρiσκεται εiς τήν κατάστα

σιν ψ». Ή δε ψ όνομάζεται καi καταστατικη σvνάρτησις. 

'ως εϊπομεν, ή σχέσις (11) εvρiσκεται έaν ΤΟ σύστημα είς τήν 'κα
·τάστασιν ψ eχη ώρισμένην τιμήν, ·"' τοv μεγέθοvς <~. Τοvτο σημαίνει 
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ότι εαν μετρήσωμεν έπανειλημμένωs το μέyεθοs ( ~ έπi τοv ίδίοv σv
στήματοs, η έπί πολλων άλλων όμοίων σvστημάτων εύρισκομένων όμως 

όλων είs την ίδίαν κατάστασιν, θά εύρίσκωμεν πάντοτε την ίδίαν τι
μην ~ Χαρακτηριστικη περίπτωσις τοιούτοv μεyέθοvs είναι ή ένέρ

yεια σvστήματοs εύρισκομένοv είs μόνιμον κατάστασιν. 

'Αλλά TOVTO δέν σvμβαίνει δι' ολα τά μεyέθη τά όποία ε1ναι δv

νατον νά μετρηθοvν έπί TOV σvστήματοι;. 'Ενδέχεται δηλ. αί έπανει

λημμέναι ώs άνω μετρήσεις ένοs μεyέθοvs l\! νά δώσοvν διάφορον έκά
στοτε τιμήν. Έν τοιαύττ:~ περιπτώσει το μέyεθοs l\1 δέν έχει ώρισμέ

νην τιμήν, άλλ' άντ' αvτfjs εύρίσκεται μία κατανομη των τιμων αύτοv, 

δηλ. έκάστη έμφανίζεται μέ ώρισμένην πιθανότητα. Τοvτο ε1ναι δvνα

τον νά διαπιστωθij έπίσηs έκ τfjs καταστατικfjs σvναρτήσεωs. 'Εάν 

δηλ. διά το μέyεθοs l\! κατσστρωθij ό άντίστοιχοs τελεστηs κατά τά 
yνωστά καi άφεθij νά δράστ:~ έπi τfjs ψ, δέν θά εύρεθij έπαλη~εvομένη 
ή σχέσις (11), δηλ. το άποτέλεσμα τfjs δράσεως θά είναι μία σvνάρ

τησιs διαφέροvσα τfjs ψ κατά την μορφην τfis έξαρτήσεωs αvτfjs έκ 

των μεταβλητων. 

Άλλ' έν τοιαύττ:~ περιπτώσει το άποτέλεσμα πολλων μετρήσεων 

έκφράζεται ύπό τfjs μέσης τιμfjς. 'Εάν yνωρίζ~μεν την κατα:στατικην 
σvνάρτησιν δvνάμεθα νά ύπολοyίσωμεν την μέσην τιμην τοv μεyέθοvs 

Μ έκ τοv όλοκληρώματοs 

Μ = J ψ*ΜορψClτ (12) 

δποv ό τελεστής Μ0Ρ νοείται, δπωs πάντα, δτι δρ9: έπi τfjs ψ καi τό 
στοαείον χώροv dτ όρίζεται ύπό τfjs (10). 

Μία έφαρμοyη των άνωτέρω γίνεται είs την § Ι Ι Ι 6. 
Οvτωs έάν yνωρίζωμεν την σvνάρτησιv, ή όποία περιyράφει τήv 

κατάστασιν είs την όποίαν εύρίσκεται εν aτομον, μόριον κλπ. δvνά

μεθα νό: προβλέψωμεν δλαs τάs ίδιότηται; αύτοv. Κατ' αύτόν τόν τρό

πον όλόκληροs ή Χημεία άνάyεται είs την εvρεσιν των καθ' eκαστα 

καταστατικων σvναρτήσεων, έπί τούτοv δέ, ώs fιτο φvσικόν, πολλάs 

έλπίδαs έστήριξαν οί θεωρητικοί κατά τά πρωτα όλίyα έτη μετa την 

έμφάνισιν των έρyασιων τοσ Sclnodingcr. 
Πλην δμωs σvντόμωs διεφάνη δτι ή άκριβηs λύσιs τfjs έξισώσεωs 

τοv Schrodinger εΤναι πρακτικωs άνέφικτοs διά πΟ:σαν σχεδόν περί

πτωσιν χημικοv προβλήματοs. Αvτη eχει λvθfj είs έλαχίσταs μόνον 

περιπτώσειs άπλων σvστημάτων. Δύο έξ αvτων άναφέρονται είs τά 

δύο έπόμενα κεφάλαια. 

Διό: τό: προβλήματα των όποίων δέν είναι δvνατον νά εύρεθij άκρι

βηs λvσις, ή Κvματομηχανικη eχει άναπτύξει προσεyyιστικάs μεθό-
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δοvς, μερικάς των όποίων θά yνωρίσωμεν έν σvνεχείςχ. 'Οφείλει δμως 

άπό τοϋδε νά τονισθij δτι ή eστω καi κατά προσέyyισιν λύσις, μολο

νότι δέν έξηyεί τό ύπ' όψιν φαινόμενον ποσοτικως, έξηyεί δμως τοϋτο 

τοvλάχιστον ποιοτικως. Πολλάκις δέ ή eστω καi ποιοτική έρμηνεία 

ένός φαινομένου σvνιστξi πραyματικόν θρίαμβον τfjς Κvματομηχανικfjς. 

Χάρακτηριστική τοιαύτη περίπτωσις εΙναι ή έρμηνεία τοϋ όμοιοπολι

κοϋ χημικοϋ δεσμοϋ, ό όποίος παλαιότερον i'jτo άκατανόητος. Πλεί

στα δσα δέ άνάλοyα παραδείγματα θά eχωμεν τήν εvκαιρίαν νά yνω

ρίσωμεν άρyότερον. 


