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Ροπή αδράνειας και φασµατοσκοπικές σταθερές 
Η περιστροφική κίνηση ενός σώµατος χαρακτηρίζεται από τα διανύσµατα της γωνιακής 
ταχύτητας ω και της στροφορµής L. Η στροφορµή κάθε σηµειακής µάζας υπολογίζεται ως 
εξωτερικό γινόµενο του διανύσµατος θέσεώς της και της ορµής της, δηλ. µάζα επί ταχύτητα, 
όπου η ταχύτητα είναι το εξωτερικό γινόµενο γωνιακής ταχύτητας και διανύσµατος θέσεως. 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]
iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

rmmmm ωrrωωrrrrωrωrvrprL ⋅−=⋅−⋅=××=×=×= 2  

κάνοντας χρήση της σχέσεως ( ) ( ) ( )BACCABCBA ⋅−⋅=×× . 
Σε ένα σώµα η ολική στροφορµή είναι το άθροισµα των στροφορµών των σηµειακών µαζών: 
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LL . Τα διανύσµατα ολικής στροφορµής L και γωνιακής ταχύτητας ω δεν είναι κατ’ 

ανάγκη συγγραµµικά. 
Εκτελώντας τις πράξεις των αθροισµάτων διαπιστώνουµε ότι η στροφορµή και η γωνιακή 
ταχύτητα συνδέονται µέσω της ροπής αδράνειας η οποία όµως είναι είναι τανυστής 2ης 
τάξεως, δηλ. ένας πίνακας 3×3. 
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Τα διαγώνια στοιχεία του πίνακα είναι οι ροπές αδράνειας ως προς τους 3 άξονες: 
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ενώ τα µη διαγώνια στοιχεία είναι γινόµενα αδράνειας που ορίζονται ως: 
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Ως κύριοι άξονες περιστροφής του µορίου χαρακτηρίζονται οι τρεις αµοιβαία κάθετοι άξονες 
που περνούν από το κέντρο µάζας του µορίου και µηδενίζουν τα γινόµενα αδράνειας (τα µη 
διαγώνια στοιχεία του Ι). Σε ένα απλό µόριο είναι εύκολο να βρούµε διαισθητικά τους 
κύριους άξονες περιστροφής. Σε άλλη περίπτωση πρέπει να ακολουθήσουµε µια 
συστηµατική διαδικασία προσδιορισµού τους ξεκινώντας από κάποιο τυχαίο σύστηµα 
αξόνων, δηλ. από αυθαίρετο σύστηµα αναφοράς. 
Πρώτα πρέπει να µεταθέσουµε το σύστηµα αναφοράς έτσι ώστε η αρχή των αξόνων να 
βρίσκεται στο κέντρο µάζας του µορίου. [Η συνθήκη είναι 0=∑
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m r .] Μετά θα πρέπει να 

περιστρέψουµε το σύστηµα αναφοράς χρησιµοποιώντας ένα κατάλληλο πίνακα 3×3. 
Κάθε διάνυσµα θέσεως ri (στο σύστηµα αναφοράς του κέντρου µάζας) µετασχηµατίζεται σε 
ri' (στο σύστηµα αναφοράς των κύριων αξόνων περιστροφής) µε την βοήθεια αυτού του 
πίνακα. 
Βρίσκουµε τον πίνακα Τ του ορθογωνικού µετασχηµατισµού αναζητώντας τα 
κανονικοποιηµένα ιδιοδιανύσµατα του αρχικού πίνακα Ι, τα οποία αποτελούν τις στήλες του 
Τ. Οι ιδιοτιµές του Ι είναι οι νέες τιµές των ροπών αδράνειας ως προς τους κύριους άξονες 
περιστροφής. Οι συντεταγµένες των ατόµων (σηµειακών µαζών) στο νέο σύστηµα αναφοράς 

βρίσκεται από τις σχέσεις 
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Από τις τρεις τιµές ροπής αδράνειας προκύπτουν οι φασµατοσκοπικές σταθερές περιστροφής 

από τις σχέσεις: 
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Εφαρµογή: 
Να υπολογισθούν οι φασµατοσκοπικές σταθερές περιστροφής A, B, C του D2O του HOD και 
του HOT. ∆ίνονται για το H2O A = 27.87700 cm-1, B = 14.51200 cm-1, C = 9.28500 cm-1. 
Στο H2O είναι εύκολο να προσδιορίσουµε τους κύριους άξονες περιστροφής. Αν σχεδιάσουµε 
το µόριο στο επίπεδο yz µε τον άξονα z να διχοτοµεί την γωνία των δεσµών HO, µπορούµε 
να τοποθετήσουµε τον άξονα y κάθετα στον z, µε το σηµείο τοµής τους να βρίσκεται στο 
κέντρο µάζας του µορίου. Οι τιµές των xi των 3 ατόµων είναι 0, οπότε τα γινόµενα αδράνειας 
Ixy και Ixz είναι 0. Η συντεταγµένη στον άξονα y για το O είναι 0, ενώ των δύο H είναι 
αντίθετες, οπότε και το Iyz είναι 0. Συνεπώς ο τανυστής της ροπής αδράνειας έχει µόνο 
διαγώνια στοιχεία, δηλ. το επιλεγµένο σύστηµα αναφοράς αποτελείται από τους κύριους 
άξονες περιστροφής. 

0.6

0.4

0.2

0.0

-0.2

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

zH

zO

+yH-yH

y (A)

z (A)

θ/2

o

o

θ/2

r

 
Η δοµή του µορίου περιγράφεται από το µήκος δεσµού r και την γωνία θ. Αυτά τα στοιχεία 
συνδέονται µε τις καρτεσιανές συντεταγµένες ως εξής: 
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Αν ορίσουµε ως ολική µάζα 
OH

mmM += 2 , οι δύο τελευταίες σχέσεις γίνονται: 
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Υπολογίζουµε τις ροπές αδράνειας: 
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Προσθέτουµε ή διαιρούµε κατά µέλη τις σχέσεις: 
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Οι ροπές αδράνειας υπολογίζονται από τις φασµατοσκοπικές σταθερές µέσω των σχέσεων: 
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Εκτελώντας τις πράξεις βρίσκουµε Å 956.0=r  και °= 1.105θ . [Με αναλυτικότερη 
επεξεργασία και λαµβάνοντας υπόψιν και την φασµατοσκοπική σταθερά C, οι ακριβείς τιµές 
είναι Å 9575.0=r  και °= 51.104θ .] 
Το D2O έχει τους ίδιους κύριους άξονες περιστροφής µε το H2O. Αρκεί να αντικαταστήσουµε 
την µάζα του δευτερίου στη θέση του πρωτονίου και να εκτελέσουµε τις πράξεις για τις 
ροπές αδράνειας. 
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µάζα Άξονες H2O Άξονες στο κέντρο του D2O Κύριοι άξονες του D2O 
g/mol x (Å) y(Å) z(Å) x(Å) y (Å) z (Å) x (Å) y (Å) z (Å) 

15.9949 -0.0000 -0.0656 0.0000 -0.0000 -0.1179 0.0000 -0.0000 -0.1179 0.0000 
2.0141 0.7571 0.5205 0.0000 0.7571 0.4682 0.0000 0.7571 0.4682 0.0000 
2.0141 -0.7571 0.5205 0.0000 -0.7571 0.4682 0.0000 -0.7571 0.4682 0.0000 
Οι τιµές των φασµατοσκοπικών σταθερών που προκύπτουν για το D2O είναι A = 15.2491 cm-

1, B = 7.30023 cm-1, C = 4.93682 cm-1. 
Το HOD αναµένεται να έχει την ίδια γεωµετρική δοµή. Λόγω ασυµµετρίας, θα έχει άλλους 
κύριους άξονες περιστροφής. Για να προσδιορίσουµε τους άξονες, πρώτα βρίσκουµε το 
κέντρο µάζας του µορίου µε προσωρινό σύστηµα αναφοράς αυτό του H2O και µετά 
υπολογίζουµε ροπές και γινόµενα αδράνειας. 
 
µάζα Άξονες H2O Άξονες στο κέντρο τουHOD Κύριοι άξονες του HOD 
15.9949 -0.0000 -0.0656 0.0000 0.0401 -0.0931 0.0000 0.0709 -0.0725 0.0000 
1.00783 0.7571 0.5205 0.0000 0.7972 0.4930 0.0000 0.5663 0.7469 0.0000 
2.0141 -0.7571 0.5205 0.0000 -0.7171 0.4930 0.0000 -0.8465 0.2018 0.0000 
 

I (HOD) I (HOD) 
g mol-1 Å2 g mol-1 Å2 

Ixx = 0.8732 Ixy = 0.3756 Ixz = 0.0000 Ixx = 0.7283 Ixy = 0.0000 Ixz = 0.0000 
Iyx = 0.3756 Ixx = 1.7018 Ixx = 0.0000 Iyx = 0.0000 Iyy = 1.8467 Iyz = 0.0000 
Ixx = 0.0000 Ixx = 0.0000 Ixx = 2.5750 Izx = 0.0000 Izy = 0.0000 Izz = 2.5750 
 
Ο πίνακας του ορθογωνικού µετασχηµατισµού για το HOD. 
0.9330 0.3600 0.0000 
-0.3600 0.9330 0.0000 
0.0000 0.0000 1.0000 
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Ύστερα από την διαγωνιοποίηση του Ι και την εύρεση των ιδιοτιµών του, βρίσκουµε τον 
πίνακα στροφής του συστήµατος αναφοράς. Οι κύριοι άξονες περιστροφής του HOD και του 
HOT φαίνονται στα επόµενα σχήµατα. 
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Οι τιµές των φασµατοσκοπικών σταθερών που προκύπτουν για το HOD είναι A = 23.1468 
cm-1, B = 9.12838 cm-1, C = 6.5466 cm-1, ενώ για το HOT είναι A = 22.4117 cm-1, B = 
6.62753 cm-1, C = 5.11495 cm-1. 
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